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t. INTRODUCCIÓ 

t. t. EL PROBLEMA 

En aquest treball estudiarem els moviments que es produexen al si d'un 
fluid incompressible, homogeni i viscós que ocupa l'espai comprès entre 
dues plaques planes infinites i paral·leles, quan un obstacle rígid submergit, 
i que té la forma d'un cilindre infinit de secció arbitrària i generatrius pa­
ral·leles a les plaques, es mou amb velocitat constant, paral·lela a les plaques 
i ortogonal a les generatrius. La situació és esquematitzada a la fig. t. 

_________________________ -.:-::::.,_ 

Fig. l 

Suposarem que el fluid estava "inicialment en repòs", i per a nosaltres 
això voldrà dir que a distàncies grans de l'obstacle la velocitat de les partícu­
les del fluid haurà d'ésser petita. 

Suposarem, com indica la fig. l, que la velocitat de l'obstacle està diri­
gida segons l'eix de les X. En tot el treball suposarem que la velocitat de les 
partícules del fluid en tot punt no té component en la direcció de l'eix Z, i 
igualment que les altres components de la velocitat i la pressió són indepen­
dents de la coordenada Z. D'aquesta manera el nostre és un problema pla. 
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Per a cada problema podem escollir les unitats de longitud de manera 
que la distància entre les plaques sigui 2, les unitats de massa que facht que la 
densitat (constant) del fluid sigui 1 i les unitats de temps per a fer valer t la 
viscositat cinemàtica. Si en el sistema de mesures inicial la distància entre les 
plaques era 2d, la viscositat cinemàtica u i la component en X de la velocitat 
era-V, en el nou sistema de mesures la velocitat de l'obstacle serà-V d/u = -R, 
on R és l'habitual nombre de Reynolds, que en el nostre cas pot ésser posi­
tiu, negatiu o zero segons sigui la velocitat V. 

Treballarem en un sistema de coordenades lligat a l'obstacle, i per tant 
inercial. Expressat en aquest sistema de coordenades el camp de velocitats 
de les partícules del fluid ha d'anul·lar-se a la frontera de l'obstacle i ha de 
tendir a valer el vector (R, O) a l'infinit i a les parets del canal. Vista així, la 
situació és la d'un obstacle submergit en un corrent homogeni situat entre 
dues plaques que es mouen a la mateixa velocitat que el corrent. 

Admetrem també la presència de forces de cos que actuïn sobre les par­
tícules de fluid, però demanant que expressades en el sistema de coordena­
des lligat al cos no depenguin del temps. 

Si anomenem V (x, y, t) la velocitat a l'instant de temps t de la partícula 
que ocupa la posició (x, y), s'han de complir les equacions de Navier-Sto­
kes: 

a 
- V+ < V, 'v' >V= -grad p +~V+ f at (1) 

on< V, 'v' > simbolitza l'operador diferencial següent, que actua compo­
nent a component: 

i p és la pressió. Igualment s'ha de complir la condició d'incompressibilitat 

divV = O 

i les condicions de frontera: 

V = (0,0) a les parets de l'obstacle 
V= (R, O) a les parets del canal 
V (x, y) ~ (R, O) si l x l ~ oo 

(2) 

(3) 

El problema de valor inicial consistirà a trobar V (x, y, t) satisfent (1), 
(2) i (3) i a més la condició inicial V (x, y, O)= V0• Les solucions estacionà-
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ries seran aquelles que compleixin (1), (2) i (3) i a més 

a 
-V=O. 
ih 

11 

Considerarem també les equacions de Stokes, que són una linealització 
de les de Navier-Stokes, suposades prou bones quan l R l és petit: 

-6. V + grad p = f 

que s'han de complir juntament amb (2) i (3). 

1.2. PARODOXADESTOKES 

(4) 

El problema que estudiem té un aspecte similar al pr9blema del flux al 
voltant d'un obstacle cilíndric en un medi infinit en totes direccions. Aquest 
segon problema ha estat molt estudiat, però des del punt de vista matemàtic 
ha resultat sempre difícil d'atacar, almenys en comparació al problema cor­
responent per a un obstacle afitat a R 3• 

La primera dificultat fou la famosa Paradoxa de Stokes. Aquest resultat 
sorprenent diu que no hi ha solució per al problema de Stokes ( equacions ( 4) 
i (2) de l'apartat anterior amb les condicions de frontera escaients per a un 
medi infinit) amb f = O i R =t= O. En canvi, a~uest problema sí que té solució 
per al flux al voltant d'un obstacle afitat a R . (Per a formulacions més pre­
cises i la demostració dels resultats, vegeu Chang i Finn (1961) . ) 

De manera similar, per al problema estacionari en un medi infinit no ha 
estat demostrada fins ara l'existència de solucions per a qualsevol valor de R. 
El resultat més general en aquesta direcció és el de Fino i Smith (1967) que 
assegura l'existència de solucions estacionàries, però només per a l R l prou 
petit. Aquest resultat complementa i millora el resultat clàssic de Leray 
(1933) que prova l'existència de solucions estacionàries per a qualsevol valor 
de R amb integral de Dirichlet finita, però de les quals fins ara no s'ha pogut 
demostrar que compleixin les condicions a l'infinit. 

A part del problema estacionari, les experiències de laboratori posen de 
manifest l'existència d'una solució estacionària estable per al flux al voltant 
d'un obstacle cilíndric si R és prou petit, i que quan R creix aquesta solució 
esdevé inestable i apareix una solució estable periòdica en el temps caracte­
ritzada qualitativament per l'oscil·lació d'una estela darrera l'obstacle 
(Marsden i MacCracken (1976), p. 14). 

Aquest fenomen "d'intercanvi d'estabilitats" entre una solució estacio­
nària i una de periòdica correspon a una previsible bifurcació de Hopf, fe­
nomen molt estudiat els darrers anys (Iooss (1972), Joseph i Sattinger 
(1972), Judovich (1971)). Amb tot, per a dominis no afitats, la presència 
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d'una part contínua de l'espectre dels operadors que apareixen en el proble­
ma posa en qüestió si els resultats coneguts fins ara per a la bifurcació de 
Hopf poden aplicar-s'hi directament. 

1. 3. DEFINICIONS I NOTACIÓ 

Sigui Q = { (x, y) E R 2 l l y l < 1 }, el canal, i sigui S (l'obstacle) la 
clausura d'un obert de R 2 afitat, amb frontera de classe C2, talqueS C Q. 
Definim n = Q-S, i admetem la possibilitat que S= 0. 

Considerarem els espais de Sobolev sobre L2 (Q), H•(Q), per s enter~ 
s~ O, i també els e~pais Hò (Q), constituïts per la clausura a H•(Q) de les fun­
cions infinitament diferenciables a n i amb suport compacte contingut a n, Ca (O). Els espais H-s (Q) per s enter i s ~ O es defineixen com el dual 
topològic de H 0 (Q). Tots ells són espais de Hilbert (vegeu Adams (1975) ). 

Escriurem (, )E per al producte escalar d'un espai de Hilbert E. El pro­
ducte escalar de dos vectors x i y de R" l'escriurem xT y, bé que usarem (x)2 

en llocdexTx. El signe<,>, amés d'us·ar-seenl'expressió simbòlica <V, "v>, 
el reservarem per al producte intern d'una parella d'espais en dualitat: 
així, si p és una distribució a n i <l> una funció de prova ( <l> E: i> (Q) ( <l> E: ~ 
(O), p E ~• (Q)), escriurem < p, <l> > per a indicar el valor de p a <j>. 

Com habitualment, usarem a LP (!l)", per 1 ~ p < oo, la norma 

i també 

11 (f l> f2, • • • • fn) l k,0 (Q)n = 

max { 11 f l l l L00 (Q)• 11 f2 l l L00 (Q), • • • , 11 fn 11 L00 (Q) } 

Tindran importància especial els espais següents: 

j (Q) = { <l> E Ca ('1)2 l div <l> = Q } 

J(Q) = clausura a L2 ('1)2 de j (Q) 

H (Q) = clausura a HA ('1)2 de j (Q) 

HA.a (Q)= { <l> E HA ('1)2 l div <l>= O} 

És uf resultat ben conegut (Ladyzhenskaya (1969), p. 27) que l'orto­
gonal de (O) dins L2 ('1)2 és l'espai G (Q) format pels camps <l> e: L2 ('1)2 
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tals que existeix una distribució p sobre Q tal que q> = grad p. Fàcilment es 
~eu que p E L2 Joc (Q}¡ Denotarem P la projecció ortogonal de L2 (Q)2 en 
J(Q). Els elements de J (Q) són camps de divergència (distribucional) zero 
que són paral·lels a a Q en cert sentit (Temam (1977), p. 9). Els elements de 
H (Q) són camps de divergència zero que s'anul·len a a Q en el sentit de les 
traces. Demostrarem que H! .• (Q) = H (Q). 

Per al plantejament de les equacions de Navier-Stokes i de Stokes en 
termes de solucions en espais de Sobolev usarem un camp de vectors auxiliar 
a de C00 (Q)2 tal que diva = o i tal que a = (O, O) en un entorn de a S, i a = 
(1, O) fora d'un compacte K e Q. Un camp a concret amb aquestes propie­
tats pot construir-se de la manera següent: 

Sigui p (x, y) una funció de C00 (Q) que valgui 1 en un entorn de a S i 
zero fora d'un compacte K, K e n. Definim 

_,. ( a a ) a (x, y) = - [y(l-p(x, y))],- - [y(l-p (x, y))] . ay ax 

Aleshores, busquem les solucions de (1) o (4) d'l.1 de la forma 
V (?C, y, t)= u (x, y, t)+ R a. Com que V ha de complir les condicions (2) i 
(3) d'l.1, tenim que u ha de complir 

div u= o 
u= (O, O) a a S 
u= (O, O) a a Q 
u (x, y) ~ (O, O) s1 l x l ~ 00 

Aquestes condicions es resumeixen en la condició única u E H (Q). 
No inclou la condició u (x, y) ~ (O, O) si l x l ~ 00 però sí les altres 
t~es: El comportament de la solució a l'infinit haurà d'ésser estudiat aposte­
non. 

En aquests termes, les equacions de Navier-Stokes queden 

a _,. _,. 
- u+ < R a, V> u+ < u, V> R a + < u, V> u= at 

= -grad p +~u+ f +R~ a -R2 < a, V> a 

i les de Stokes 

-~u+gradp=f+R~a 
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1. 4. DESIGUALTATS I RENORMALITZACIONS 

Farem ús de la desigualtat següent (Ladyzhenskaya (1969), p. 8), vàlida 
per a tota funció f E HA (Q): 

f n f4 dx dy ~ 2 f n f2 dx dy f n ("V f)2 dx dy 

que per als camps u E H (Q) queda, aplicada a cada component, 

A part d'aquesta desigualtat, com que Q està comprès entre dues rectes 
paral·leles a distància 2, tenim la desigualtat, coneguda com de Poincaré, per 
f E HA (Q) (vegeu Hardy, Littlewood i Pólya (1973), p. 185): 

f nf2dxdy~ ~ f n('vf)2dxdy 
7t2 

Si u E HA (Q)2 tenim, per tant: 

Això ens permet de renormalitzar els espais HA (Q)2 , HA, 0 (Q) 
H (Q) amb el producte escalar equivalent 

(\l u, \l v)L2(Q)4 

i així ho farem d'ara endavant. 

(1) 

Però notem que si u E H (Q) la desigualtat (1) és, en principi, millora­
ble, car no hi hem tingut en compte que div u = O. Per això, quan ens inte­
ressin afitacions precises usarem la desigualtat 

On C és definida, naturalment, per 
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i al capítol 6 d'aquest treball serà obtingut el valor de C amb tot rigor. En 
principi pot pensar-se que C depèn de n. Això no és així si n és de la forma 
n = Q - S amb S afitat i Q d'amplada 2. 

1.5. RESUMDERESULTATS 

Capítol 2 

En aquest capítol s'estudia el problema de Stokes. El principal resultat 
és que l'equació de Stokes 

- ~ u + grad p = f + R ~ a (1) 

té una solució única u e H (Q) n H 2 ('1)2 per f e: L2 ('1)2 i per qualsevol va­
lor de R. En altres paraules: no hi ha paradoxa de Stokes. A més es prova 
que u (x, y) tendeix a zero quan l x l tendeix a oo uniformement en y. Obte­
nim també que grad p E G (Q). 

El capítol comença demostrant la igualtat Hb,a (Q) = H ('1), que, 
d'acord amb les consideracions de Heywood (1976), prova que la solució 
obtinguda és única entre les que tenen integral de Dirichlet finita. 

Usant la projecció P definida a 1.3 l'equació (1) pot escriure's 

- P ~ u = P (f + R ~ a). 

Com que P (f + R~ a) E J (Cl), podem mirar-nos l'operador - P ~ 
com un operador de J (Q) definit ( densament) a H 2 ('1)2 n H (Q). Hom de­
mostra que aquest operador, anomenat operador de Stokes, és autoadjunt i 
positiu. 

Capítol J 

S'hi estudien les equacions de Navier-Stokes estacionàries. El fincipal 
resultat és l'existència d'almenys una solució estacionària u E H ('1)2 n 
H (Q) per a qualsevol valor de R i per a qualsevol f E L2 ('1)2. També és cert 
que u tendeix a (O, O) a l'infinit uniformement en y. 

Amb f "prou petita", hom té un resultat d'unicitat si l R l és prou petit. 
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Capítol 4 

En el capítol 4 estudiem el problema de valor inicial per a les equacions 
de Navier-Stokes. 

En realitat el que fem és aplicar resultats coneguts sobre existència i 
unicitat de solució d'equacions parabòliques semilineals (seguint Iooss 
(1973) o Henry (1981)). La característica principal d'aquesta forma de mi­
rar-se les equacions és que les solucions obtingudes són funcions contínues 
del temps amb valors en espais de Banach, que defineixen en aquests espais 
semi-sistemes dinàmics (vegeu Mora (1981)). 

Aquesta definició de solució del problema de valor inicial és diferent de 
la donada, per exemple, a Ladyzhenskaya (1969). Amb tot, usant les desi­
gualtats a priori del llibre de Ladyzhenskaya citat, demostrem la continua­
ció per tot temps positiu de les nostres solucions del problema de valor ini­
cial. 

El capítol acaba mostrant que ens trobem en les hipòtesis per a l'estabi­
litat o inestabilitat de les solucions estacionàries segons la part lineal. T am bé 
es dóna un criteri d'estabilitat asimptòtica global en mitjana quadràtica del 
tipus del teorema de Serrin (vegeuJoseph (1976), I, p. 15). 

Capítol 5 

En aquest capítol hom prova que la part no discreta de l'espectre de la 
part lineal en una solució estacionària es troba confinada a una regió estric­
tament a la dreta de l'eix imaginari, i que fora d'ella tot són valors propis aï­
llats de multiplicitat finita. 

Aquest resultat implica que els fenòmens de bifurcació que eventual­
ment puguin presentar-se són essencialment de dimensió finita: 

Capítol 6 

Per mitjà del càlcul amb transformades de Fourier en la direcció x 
s'obté una part no discreta no buida de l'espectre de la part lineal en qualse­
vol solució estacionària. Això confirma la utilitat dels resultats del capítol 
anterior. 

Els càlculs efectuats permeten d'obtenir el valor exacte de la constant C 
definida a 1.4. 

1.6. AGRAIMENTS 

Vull fer constar el meu agraïment al Dr. Carles Perelló, director 
d'aquest treball. El seu entusiasme i el seu bon criteri matemàtic han estat 
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gràcies, a tots. 





2. EL PROBLEMA LINEAL 

2.1. EL PROBLEMA 

En el apartats 2.2 i 2.3 ens ocupem de demostrar que Hb. 0 (!l)= H (!l). 
La possibilitat que aquests espais fossin diferents fou posada de manifest per 
Heywood (1976) en certs dominis no afitats. Per definició és clar que H (!l) 
C Hb. 0 (!l). Si la inclusió és estricta resulta que existeix una solució diferent 
del problema de Stokes a HA, 0 (!l) per cada classe de HA. 0 (!l) / H (!l). La 
manca d'unicitat afecta també les equacions de Navier-Stokes completes, 
tant en el cas estacionari com en el no estacionari. 

El nostre resultat (Teorema2.3) és un cas particular del Teorema enun­
çiat a Solonnikov (1980), p. 289, sense demostració. Altres resultats similars 
es troben a Ladyzhenskaya i Solonnikov (1976). 

2.2. LEMA 

H (Q) = Hb, 0 (!l) 

Abans de fer-ne la demostració advertim que la mateixa demostració 
prova el resultat següent: 

Corol·lari 

Sigui Z = { (x, r> e Q l l x l =s:; a, l y l =s:; b} per O< a, O< h< 1, 
Z = {(x,y) E Q Ixi =s:; a-E, lrl =s:; b-E} per E>O.Siguiu E 

Hà O (Q) tal que u (x, y) = (O, O) p.p. (x, y) E Z. Aleshores, per a tot E> O 
amb E< min (a, b) es compleix que u E H (Q-2&). 

Demostració del lema 

Sigui u= (u1, u2) E Hb O (Q). Prolonguem u per zero fora de Q i tenim 
que u E Hb. 0 ( R2). Donat È > O, considerem ut (x, y) = (u 1 (x, (1 + E) y), 
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(1 + et1 u2 (x, (1 + e) y)). Òbviament uc E HA, 0 (Q)2 i a més uc (x, y) = (O, O) 
si l y l > (1 + et1• També div ue = O, i per tant uc E HA, 0 (Q) .... 

A més, quan e ~ O tenim que 

Això es comprova fàcilment usant el lema que donem més avall. Per a 
veure que u E H (Q), n'hi haurà prou amb demostrar, doncs, que 

Prenguem un nucli de mediació OOJ, amb suport de radi h prou petit, per 
exemple 

i considerem la convolució u&. h= OOJ, * u6 • Es compleix que u6• h E HA O (Q) i 
que u&. h és un camp de classe C"° que val zero a (x, y) si l y l >h+ (1 '+ et1• 

Com que uc, h ~ u6 en la norma de HA (Q)2 quan h~ O, haurem acabat si 
provem que u6• h E H (Q). 

Sifuin, per a simplificar, (v1, v2) les components de u&· h_ Com que 
div u&· = O podem definir unívocament la funció de corrent 

J (x, y) 
'l'(x,y)= (O,-t}-v2 dx+v1 dy. 

Notem que 'l' (x, y) = O si l y l > h + (1 + et1: efectivament, com que 
div u6• h = O, pel teorema de la divergència tenim que la integral 

J (x, 1) 

(x,-1) -vzdx 

no depèn de x. Però aquesta integral no pot tenir un valor diferent de zero ja 
que v2 E L2 (Q) (usant la desigualtat de Schwarz i el Teorema de Fubini). 

Com que 'l' val zero als extrems del canal podem aplicar la desigualtat 
de Poincaré i tenim que 

o sigui que 'l' E H 2 (Q). 
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Sigui ara a: [O, 1] ~ Runa funció de classe C00que valgui 1 en un en­
torn de O, i O en un entorn de 1. Definim 

f O (x) = O s1 l x l > n + 1 

f0 (x) = 1 SI l x l < n 

f0 (x) = a ( l x l - n) si n =s: l x l =s: n + 1 

pern E .IN, i considerem 'l'o (x, y) = f0 (x) 'l' (x, y). És fàcil de veur:_e que 
'l'n ~'l'en la norma de H 2(Q), ja.que 'l' L2 (Q). Perï:ant, (a'l'/ay, -a'1'0 /ax) 
ter:ideix a (v¡, V2) en la norma de H (Q), i és obvi que (a'l'/ay, - ª"'/ax) 
E j (Q). 

Lema 

Siguif E L2 (R2), f= Op.p. forade Q. Definimf&(x, y) = f (x, (1 + e)y), 
per E > O. Aleshores fE ~fen la norma de L2 (Q). 

Demostració 

El resultat és evident si f és contínua amb suport compacte, ja que ales­
hores és uniformement contínua. Com que C0 (Q) és dens a L2 (Q), el re­
sultat s'estén fàcilment. 

2.3. TEOREMA 

H (Cl) = HA,a (Cl). 

Demostració 

Recordem que Cl = Q - S, i que l'únic que hem de veure és que 

HA.a (Cl) C H (Cl). 

Podem suposar S =t= 0, ja que el cas S = 0 ja l'hem vist a 2.2. 
Prenem un rectangle Z = { (x, y) E Q l l x l =s: a, l y l =s: b } amb b < 1 

de manera que S estigui contingut a l'interior de Z, i prenem tres corbes tan­
cades e1, e2, e3 contingudes a Q, de classe C2, que envoltin Z i que s'envoltin 
l'una a l'altra com indica la fig. 2 (per exemple, tres el·lipses). 
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Diem A = exterior de Z, B = punts entre e1 i e3, C = punts entre e2 i as. 
A, B i C són oberts, i O = A u B u C. 

Fig. 2 

Donat u E Hà_a (O), construïm ara un camp de divergència zero 

tal que la seva restricció a e2 coincideixi amb la restricció de u (ambdues en­
teses en el sentit de les traces). Això pot fer-se, per exemple, construint-lo 
primer entre e1 i e2 amb el mètode de Ladyzhenskaya (1969), p. 24, ja que 

J uT~dS=J uT~dS=O e2 ilS , 

en ésser div u= O(~ és la normal exterior), i prolongant després entre e2 i e3 

amb el mateix sistema. 

Fixem-nos doncs que u - uB val zero a e2 ( en el sentit de les traces) i que 
per tant u - uB = uA + uc, on uA és la restricció de u - uB a l'exterior de e2, i 
uc la restricció a l'interior. Tenim que (a fortiori) uA E HAª (A), i també que 
UB E HA a (B) i Uc E HA a (C). Com que B i C són conjunts afitats amb fron­
tera de dasse e2, tenim que HA a (B) = H (B) i HA a (C)= H (C) (Heywood 
(1976), p. 81) i per tantuB E H (O), uc E H (O). D'altra banda pel corol·lari 
de 2.2 uA E H (Q - 2 6), i prenent E prou petit C - 26 e O. Per tant, també 
uA E H (O) i u= uA + uB + uc E H (O). 
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2.4. ELPROBLEMADESTOKES 

En els apartats que segueixen demostrarem que el problema de Stokes 
té una solució única u E H 2 (!1)2 n H (!l). L'existència i la unicitat de la so­
lució seran conseqüència del Teorema de Riesz. El que porta més problemes 
és la regularitat de la solució. Concretament, es necessiten resultats de regu­
laritat fins a la frontera per a les derivades segones de les components de u, 
del tipus dels d'Agmon, Douglis i Niremberg (1964), amb la dificultat que 
la frontera den té components no afitades. Com es veurà, com que les com­
ponents no afitades de an són rectes, el problema es redueix al cas afitat. 

Les proposicions 2.5 i 2.6 que segueixen són tretes del llibre Temam 
(1977), pp. 14 i 15, i les donem sense demostració. La primera és en realitat 
una part d'un resultat important de de Rham (1960). 

La proposició 2.7també és tretadeTemam (1977), p. 33, on té una for­
ma més general. La demostració està basada en el treoall citat d' Agmon, 
Douglis i Niremberg, i de fet es tracta del resultat a lR 2 equivalent al de Cat­
tabriga (1961) a ]R.3• 

2.5. PROPOSICIÓ 

Siguin un obert de lR O i f = (f1, f2, ... , f0 ) amb Í¡ e~' (!l) i= 1, 2, ... , n. 
Una condició necessària i suficient perquè existeixi p e ~• (!l) tal que 
f = grad p és que 

n r 
i= l 

< f. A..>= o 
•' '1'1 

per a tota (<1>1, <1>2, ••• , <!>0 ) E J (!l). 

2.6. PROPOSICIÓ 

Sigui n_un obert_afitat de Lips~hitz de Rº. Si una distribució p té totes 
les seves derivades primeres O¡ p, 1 = 1, 2, ... , na H-1 (!l), aleshores 

11 P 11 L2cn)tR :s; C (!l) 11 grad P 11 H-ten>º 

on la norma de p a L2 (!l)/JR vol dir la norma de la projecció de pen el subes­
pai de L2 (!l) ortogonal a les constants. 
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2.7. PROPOSICIÓ 

Siguin un obert afitat de classe e2• Suposem que 

u E Hi (Q)2, p E L2 (Q) 

i es compleix la igualtat - ..0.u + grad p = fa Q (en sentit distribucional) i a 
més div u = g. Si f E L2 (Q)2 i g E H 1 (Q), aleshores u E H 2 (Q), p E H 1 (Q) 
i es compleix 

per a una constant C > O independent de f, g, u i p. 

2.8. PROPOSICIÓ 

Sigui Q = Q- S. Suposem que per a un cert u E H (Q) i una certa 

es compleix la igualtat 

Aleshores, u E H 2 (Q)2 i 

per a una certa constant K > O independent de f i de u. I a més existeix 

p E L 2, loc (Q) amb grad p E L2 (!l)2 

tal que 

-..0.u + grad p = f 

Demostració 

Com que tots dos membres de la igualtat ('vu, 'vcj>)L2(n)4 = (f, <l>)Li(n)2 
són continus en cj> E J (Q) amb la norma de H (Q), la igualtat s'estén per 
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continuïtat a tot <l> E H (Cl). En escriure-la per <l> = u obtenim: 

(1) 

Considerem ara la distribució (de dues components) ~u+ f. Per defi­
nició, si <l> E j (Cl) < ~u + f, <l> > = (u, ~<l> )L2cn>2 + (f, <l> )L2cn>2 i com que 

u E H1 ('1)2 

tenim que 

v' q> E j (Cl) 

Per la proposició 2.5 existeix doncs una distribució pa Cl tal que 

~u + f = grad p, 

en sentit distribucional. 

El raonament que segueix és vàlid en tot conjunt Cl' de la forma 

Cl'(a,b)={(x,y) EClla-t<x<b+t} pera<b, 

sempre que es compleixi la condició que 

{ (x, y) E R 2 l l y l < 1, a - 1 :s;; X :s;; a, o h :s;; X :s;; b + 1 } C n, 

és a dir, sempre que S en cas d'estar totalment o parcialment inclòs a "dins" 
de Cl' estigui prou allunyat dels extrems de Cl'. Aquest raonament serà em­
prat més endavant per a certs valors de a i de b. 

Sigui ü la restricció de u a Cl'. ü E H 1 (Cl'). Recordem que H-1 (Cl') es 
defineix com el dual topològic de Hb (Cl') i que la norma d'un element de 
f-:1-1 (Q') és la norma del funcional lineal continu que defineix sobre Hb (Q'). 
D'això deduïm que 

També, si f és la restricció de fa Cl' es dedueix fàcilment que 

Prenem la restricció de p com a distribució de~• (Cl'), que en direm p. 
Es compleix que 

~ü+f=gradp 
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i en conseqüència 

grad p E H-1 (Q')2 i 11 grad p 11 H-tcn•¡2 l!:';; 11 f 11 H-tcn•¡2 + 11 ü 11 tttcn•¡2• 

Definim ara una funció 'l' (x): 

'l' (x) = 1 si x E (a, b) 
'lf(x)=O si x E(-oo,a-1) u(b+1,+oo) 
'lf(x) = a(x-b) si x E [b, b + 1] 
'l'(x)=a(a-x) si x E [a-1,a] 

on a: [O, 1 ]-+ R és una funció de classe C00 que val 1 en un entorn de O, i O 
en un entom d"t: 1. 

Fixem ara una manera d'arrodonir la frontera de Q', i construïm un 
obert ñ C Q' de manera que si (x, y) E Q' ix E suport de 'l' aleshores 

(x, y) EÓ, 

i de manera que a ñ sigui de classe C2• En dir fixar, volem dir prendre una 
manera de fer-ho independent de a, b. Podem fer-ho, perquè S està allunyat 
de la zona on fem la·cirurgia (vegeu la fig. 3). 

ñ 
Diem que v (x, y) = 'l' (x) ü (x, y). Tenim que v E H~ (Ó)2 i compleix a 

- ~v + grad ('l'P) = p grad 'l' + 'lfÍ- ~'l' ü + 2 < grad 'l', 'V'> ü (2) 

div v = (grad '1'? ü 

usant que - ~ü + grad p = fi que div ü = O. 

a-1 Q 
Fig. 3 b b•1 
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Anem a vel!re que estem en les h~òtesis de la Pr9posició 2.7: certa­
ment, v E H! (!1)2. També 'l'P E L2 (!l}, carp E L2 (!l) per la Proposició 
2.6. També és cert que div v E H 1 (!l). Per a veure que el segon membre de 
la igualtat (2) és a L2 (!l}, només cal constatar de nou que p E L2 (!l). A més: 

on K 1 només depèn de l'elecció de a: [O, l J~ R. 

I també 

l l¡; grad 'l'+ 'l'l- ~'l'Ü + 2 < grad 'l', 'v > ü 11 Li(ñ)Z ~ 

~ Kz (ñ) ( 11111 Lz(ñ)2 + 11 ü 11 Hl(ñ¡2) 

on K2 depèn de la funció a i de la constant C (Ó) de la Proposició 2.6. 

Finalment, per la Proposició 2.7, v E H 2 (!1)2 i 

11 V 11 H2(ñ)2 ~ K3 (Ó) ( 11 l l l L2(ñ)2 + 11 Ú 11 Hl(ñ¡2) 

Si definim ara !l" (a, b) = { (x, y) E n l a< x <h} tenim 

11 u 11 H2cn•¡2 ~ K3 (ñ ) ( 11 f 11 Lz(n'lz + 11 u 11 Hlcn•¡z) 

i a més hem demostrat que u E Hir(!l). Vegem ara que u E H2 (!l). Sigui 
n E N de manera que S C { (x, y) l x l < n -1 } i considerem n• com ca­
dascun dels conjunts n• (- n, n), in• (j, j + 1) per j = n, n + 1, n + 2, ... i 
j = - n - l, - n - 2, ... , successivament. Tenim 

11 U 11 H2(0" (-n, n)) ~ K3 (Ó (- n, n}} ( 11 f 11 Lz(O' (-n, n))2 + 11 U 11 Hi(O' (-n, n)¡2} (3) 

11 u 11 H2cn· ei,¡+ 1)) ~ K3 (ñ (j, j + 1 )) ( 11 f 11 L2cn· ei,¡+ 1¡>2 + 

+ 11 u 11 H ten· ei,¡+ 1»2) (4) 

per j = n, n + 1, n + 2, . . . i j = -n - 1, - n - 2, . . . . El que és essencial és 
que els conjunts ñ (j, j + 1) considerats són geomètricament iguals i per tant 
les constants K3 (ñ (j, j + l)} són iguals. 

Aleshores, elevem al quadrat les desigualtats (3 }, ( 4 ), usant que 
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i sumem totes les desigualtats obtingudes traient factor comú 

K3 (ñ (j, j + 1)), 

i queda 

11 u 11 À2cn>2 :s:;;2 max (K~ (Ò (- n, n)), K~ (ñ (j, j + 1))) · (3 11 f l l l2cn>2 + 

+ 3 11 u l l À1cn>2) 

ja que quasi tot punt den està en almenys un dels conjunts n' (- n, n) o 

n' (j, j + 1) i com a màxim en tres d'ells. 

Això prova que u E H 2 (!l)2• U sant ara la desigualtat ( 1) i la de Poinca­
ré concloem que 

D'altra banda, com que u E H2 (Q)2, tenim que .6.u e L2 (n)2, i com 
que grad p = f + du, en deduïm que grad p E L2 (!l)2 .. 

2.9. TEOREMA 

Sigui A l'operador - P.6., on .6. és l'operacJ.or de Laplace de dues com­
ponents i Pla projecció ortogonal de L2 (!l)j2 en J (Q). Considerem A, que en 
direm operador Stokes, com a operador de (Q) amb domini (dens) D (A)= 
H2 (Q)2 n H (Q). 

Aleshores, A és autoadjunt, afitat inferiorment i invertible. 

Demostració 

Donada f E j (!l), proposem-nos de trobar u E H (Q) tal que 

('vu, 'v <l> k2cnJ4 = (f, <l> k2cn)2 't/ <l> E H (!l). 

Com que <l>~ (f, <l>)L2(n)2 és una forma lineal contínua sobre H (Q), l'exis­
tència d'una solució única u, amb f donada, és assegurada pel Teorema de 
Riesz. Diguemju = Bf. A conseqüència de la Proposició 2. 8, B és un opera­
dor continu de (Q) en H 2 (q)2 n H (!l). La mateixa proposició ens assegu­
ra que A o B és la identitat a J (Q). 
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D'altra banda, si u E H 2 (Q)2 n H (Q), existeix grad p E L2 (Q)2 tal 
que - .6.u = Au + grad p. Aleshores, per la definició de .6. en sentit distribu­
cional hom té que 'v <l> E J (Q) 

(l) 

igualtat que s'estén per continuïtat a tota q, E H (Q), i per tant Bo A és la 
identitat a H 2 (Q)2 n H (Q). 

Notem que, a fortiori, B és continu dej enj. Per tant A té rangj (Q) i és 
invertible amb continuïtat, i en conseqüència és tancat. 

Usant (l) és evident que A és simètric, és a dir que, si 

u, v E D (A), aleshores (Au, vk2cn>2 = (u, Avk2cn>2· 

Com que A és simètric, tancat i el seu rang és tot j (O), A és autoadjunt. 

. Vegem que A és afitat inferiorment. Si u E D (A) i 11 u 11 L2cn¡2 = 1 te­
nim: 

n2 
on c-2 ~ -és la constant definida a 1.4. 

4 

2.10. LEMA 

Si u E H 2 (0)2, aleshores u E C& (0)2 (components contínues i afita­
des) i a més l u (x, y) l --+ O si l x l --+ oo uniformement en y. 

Demostració 

La primera part és conseqüència de les inclusions de Sobolev, carn C 
R 2 (vegeu Adams (1975), p. 97). 

Prenem 

nn = { (x, y) E n l n - l < X < n + l } pern E z. 
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Usant la mateixa inclusió de Sobolev tenim que 

(1) 

Però com que per l n l prou gran tots els 0 0 son geomètricament iguals, 
tenim que quan l n l ~ oo la part de la dreta de la desigualtat (1) tendeix a 
zero, i per tant també ho ha de fer la part de l'esquerra. 

2.11. TEOREMA 

A Q no es dóna la Paradoxa de Stokes. 

Demostració 

D'acord amb el que hem dit a 1.4, donada f E L2 (0)2 hem de trobar 
u E H 2 (0)2 n H (O) tal que 

-.6u + gradp = f + R.61 

D'acord amb com hem definit 1tenim que .61 EC; (0)2 i, en particular, 

.6-;_ E L2 (0)2. 

Descomponem f + R.61 = g + grad p 1 on g E j (O) i grad f 1 E G (Q). Pel 
teorema 2. 9, que ens diu que A és invertible, existeix u E H (0)2 n H (O) i 
grad p2 E G (O) tals que - .6u + grad p2 = g i per tant, dient p = p 1 + p2, 

-.6u + gradp = f + R.61. 

Pel lema 2.10 sabem que u (x, y)~ (O, O) quan J x J~ oo uniformement 
eny. 

A més, pel teorema 2. 9, u és única en aquestes condicions (tampoc no 
depèn de l'elecció de a). 



3. EL PROBLEMA ESTACIONARI 

3 .1. EL PROBLEMA 

En aquest capítol demostrem l'existència d'almenys una solució esta­
cionària de les equacions completes de Navier-Stokes per a qualsevol valor 
de R. Les solucions estacionàries trobades seran de la forma Ra + u amb 

u E H 2 ('2)2 n H ('2), 

igual que les solucions del problema de Stokes. 

És interessant comparar aquest resultat amb els de Finn i Smith (1967) 
per al problema en un medi infinit. En primer lloc, en un medi infinit no 
s'obté existència més que per a valors prou petits de l R l, però a més si escri­
vim les solucions obtingudes en un medi infinit en la forma (R, O)+ v (x, y), 
hom té que v (x, y) no és de quadrat integrable (per R#- O, i almenys per f = 
O). Això no és així en el nostre cas, per raó de la desigualtat de Poincaré, i po­
dem obtenir un resultat d'unicitat amb l R l prou petit usant essencialment 
estimacions a L2• 

També ens interessa de comentar el treball d' Amick (1977). En aquest ' 
treball hom prova l'existència d'una solució generalitzada (en el sentit que 
definirem a 3.5) per al problema estacionari de Navier-Stokes en un conjunt 
de R 2 que tingui la forma d'un canal excepte dins un compacte K (vegeu la 
fig. 4), però amb el fluid obligat a tendir (en cert sentit) al flux de Poisseuille 
(perfil de velocitats parabòlic) a l'infinit, i a transportar un cabal determinat. 
El que ens interessa destacar d'aquest problema, bastant similar al nostre, és 
que els resultats d' Amick només permeten d'obtenir existència de solució 
(generalitzada) per a nombres de Reynolds prou petits. En aquest sentit el 
nostre problema és més benèvol, i la diferència essencial és en els comporta­
ments asimptòtics: en el cas d' Amick seria del tipus 

(R (y2 - 1), O) 

i en el nostre cas (R, O). El nostre cas té gradient zero i el cas d' Amick no. 
Això afecta les estimacions del Teorema 3.5. 
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K 

Fig.4 

Com ja hem dit, buscarem solucions estacionàries de la forma Ra + u 
on u E H (Q) i compleix 

.0.u - < Ra, "v > u - < u, "v > Ra - < u, "v > u = grad p + g 

on diem g = - f - R.0.a + R2 < a, "v > a. Per tal com escollim a tenim que 

g E L 2 (0)2 si f E L2 (0)2• 

Per a obtenir les estimacions que necessitem caldrà escollir, entre els 
camps a possibles, un 9ue tingui certes propietats. Si l'expressem en la for­
ma 1 (x, y) = (l, 0)- 6 (x, y), aquestes propietats ens són donades pel lema 
següent. 

3.2. LEMA 

Sue_.osem as de classe C2• Donat&> O,existeixen p (&)>o i un camp de 
vectors o (x, y) tals que 

i) 6 e C00 (0)2 i div 6 = o 

ii) 6 = (l, O) en un entorn de as 
6 = (O, O) en un entorn de aQ 

iii) Suport de 6 e { (x, y) E n l dist { (x, y), as } < p (&) } 

iv) p (&)~O si & ~ O 

v) '7' cl> E H (Q) l J cl>T ("vb) cl> dx dy l ~ & 11 "vel> ll l2co¡4 
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Demostració 

És un resultat prou conegut i molt utilitzat. Per a la demostració vegeu, 
per exemple, Ladyzhenskaya (1969), p. 127, o Temam (1977), p. 174. 

3.3. TEOREMA 

Per cada n E N considerem un obert de classe C 2, 0 0 , de manera que 
{ (x, y) E Q J J x J < n } C !10 C { (x, y) E Q J J x l < n + 1 } . Considerem 
també a (x, y) = (1, 0)- 6 (x, y), on b és un camp qualsevol dels donats pel 
Lema 3.2. Fixem també R E R. 

Per cada !10 existeix un u<0 l E H 2 (Q0 ) 2 n H (Q0 ), i Pn E H 1 (00 ) tals 
que 

L::.u<0 l - < Ra 'v > u<0 l - < u<0 l 'v > Ra - < u<0 > 'v > u<0 > = grad p + g 
' ' , n 

on a i g s'entenen restringits a ºn· 

Demostració 

Aquest és el resultat clàssic d'existència de solucions estacionàries amb 
condicions de frontera no homogènies per a dominis afitats. Per a la demos­
tració, vegeu Ladyzhenskaya (1969), p. 121 per a l'existència de la solució 
(generalitzada) a H (Q0 ), i p. 136 per a la regularitat (u<0 l E H 2 (Q0 )2). 

En la demostració, Ladyzhenskaya (1969) empra el Teorema de punt 
fix de Leray-Schauder. Una altra demostració usant aproximacions de Ga­
lerkin i el Teorema del punt fix de Brouwer pot trobar-se a Temam (1977), 
p. 173. 

3.4. LEMA 

Sigui Q' un obert contingut a Q i u E L 00 (Q')2 amb div u= O (en sentit 
distribucional). Aleshores, l'aplicació B: H (Q')2 ~ R, donada per 

és contínua i B (v, v) = O V v E H (Q'). 
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Demostració 

B és bilineal, i per tant n'hi ha prou amb veure que és afitada per a veure 
que és contínua. 

2 
:$; ; 11 U¡ 11 L 00(0') 11 V 11 H(O') 11 W 11 H(O')• 

Ara, com que B és contínua a H (Q'), n'hi ha prou de comprovar la 
igualtat B (v, v) = O per v E J (Q'): 

av. 1 
.l:. J O' u¡ ~ v¡ dx dy = ~ -2 < u, grad vf > = O 
41 u~ J 

car la divergència distribucional de u és zero i ~ E e; (Q'). 

3.5. TEOREMA 

Existeix almenys una u E H2 (í2)2 n H (Q) i p tal que grad p E G (Q), 
que compleixen · 

~u - < (Ra + u), "v >u-< u, "v > Ra = grad p + g (1) 

Demostració 

Recordem que tenim llibertat en l'elecció de-;_ Prenem a= (1, 0)-6, 
on 6 l'escollim d'acord amb el lema 3.2 amb & < l R 1-1• 

Considerem les solucions u!n) donades pel Teorema 3.3. Prenguem a 
l'equació (1) de 3.3 producte escalar a L2 (í2n)2 amb <l> e J (Qn) i ens queda 
que 

-(u(n), <l>)H(" ¡-J q,T ("vu<nl)Ra-J <j,T ("vRa) u(n)_ un On On 

- J On <l>T (\Ju(n)) u<n) = (g, <l>k2(0nl2 't/ <l> e j ('2n) (2) 
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D'altra banda prenguem a la mateixa equació producte escalar a 
L2 (!10 )2 amb u<n>. Ens dóna, usant el lema 3.4 (car H 2 (!10 ) C L 00 (n0 )): 

-11 u<n) 11 Àcnn) - R J On u<n)T ('va) u<n) = (g, u<nl)L2('1n)2 

Usem ara que 'va= - 'vb, la propietat v) del lema 3.2, la desigualtat de 
Schwarz i la de Poincaré: 

Com que IR l E< l, prenem ò > O de manera que ò < 1- l RI E, i usem 
la desigualtat numèrica 

l 
11 u<n) 11 Àcnn) ~ l R l E II u<n) 11 Àcnn) + o II u<n) 11 Àcnn) + a 1[2 11 g ll l2(0.,)2 

1 
11 u<n) 11 Àcnn) ~ a 1[2 11 g 11 i2('2n). (l- l R l E-ot1 

ja que l - l R l E - ò > O. 

Si estenem les u<0 > per zero fora de nn tenim que u<n) E H (O), i la desi­
gualtat anterior ens diu que les u<nl estan uniformement afitades respecte a n 
dins H (!l). Per tant existeix u E H (!l), límit dèbil d'una subsuccessió de 
u<n>, que en direm també u<n>, tal que 

i) 'v u<0 > convergeix a 'v u dèbilment a L2 (!1)4. 

ii) u<n) convergeix a u dèbilment a L2 (!1)2• 

iii) 'vi E N, u<n) convergeix a u fortament a L2 (!1¡)2. 

El poder assegurar iii) ve del fet que la restricció de H 1 (Q) en L2 (Q;) és com­
pacta. 

Donada ara <l> E j (O), pern prou gran serà <l> E j (On) i valdrà la igual­
tat (2). Prenguem límits a (2) quan n ~ oo : 
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tendeixen, respectivament, a 

quan n---'» oc, a causa de i). Les expressions 

tendeixen, respectivament a 

f O <l>T (VRa) u 

Per a calcular el límit de 

notem que per a tota v E H (Q) i tota <l> E J (Q), 

f O <l>T (Vv) v = - f O vT (V<I>) v. 

Hom prova això, primer, per v E J (Q) (usant div v = O) i després veient que 
amb <l> fixada tots dos membres de la igualtat són continus en v en la topolo­
gia de H (!l). Sigui ara i E N de manera que sup <l> C !ln pern;;.,; i: tenim 
que com a conseqüència de iii) u<n) · u<n)T tendeix a u· u T fortament a L1 (Q¡)4 i 
per tant 

En conseqüència u compleix 'v <l> E J (Q): 

J T -f T - f T -(u, <l>)Hcn¡- 0 <1> (Vu)Ra- 0 <1> (v'Ra)u- 0 <1> (Vu)u = (g, <l>)L2cn¡2 

Això és el que s'entén per solució generalitzada de (1). Notem que 
d'acord amb la Proposici~ 2. 8 sobre el problema d! Stokes, n'hi hauria prou 
amb veure que g + < R a, V > u + < u, V > Ra + < u, V > u pertany a 
L2 (!l)2 per a concloure que u E H 2 (!l) i que u compleix (l) en sentit fort. 
D'aquesta suma, l'ú.nic terme del qual no sabem de moment que estigui a 
L2 (Q)2 és < u, V > u. Els altres no presenten problemes car 

Per a veure que < u, V > u E L2 (!l)2 n'hi hauria prou amb demostrar 
que u E L00 (!l)2. Això és el que ara farem. 
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Com a conseqüència d'un important resultat de regularitat interior de 
Ladyzhenskaya (1969), p. 131, si Q' és un obert afitat amb la seva clausura 
continguda a Q, del fet que u sigui solució generalitzada de (l) hom dedueix 
que u E H 2 ('2')2, p E H 1 (Q') i la igualtat (l) es compleix a Q' en sentit fort. 

Sigui v< 1> la solució de 

-6v<1> + gradpl =-g-< Ra, V> u-< u, V> Ra 
que pel Teorema 2.11 sabem que existeix, car el segon membre de la igualtat 
és a L2 (Q)2, i a més v<1> E H 2 (Q)2 n H (Cl). Pel lema 2.10 sabem que 

v(ll E L 00 (Q)2. 

Considerem v = u -v(l>, q = p- p1• Es compleix que a cada Q' estrictament 
contingut a Q, v E H2 (Q')2, div v = O, q E H1 (Q'), i a més es verifica 

6v-gradq = <u, V>u 

Haurem conclòs quan demostrem que v E L 00 (0)2, car u= v + v(ll_ De 
moment sabem també que v E H (Q). 

Considerem la solució fonamental de les equacions de Stokes a R2 (La­
dyzhenskaya (1969), p. 67): 

j = 1,2 

on 1; = (1;1, 1;2), 11 = (11 1, 112) són punts de 3l2, i O¡¡ és la de Kroeneker. 

Es compleix que 

i aQi 
6'1 V¡+ ;-- = O¡¡ o (1;-r¡) per i, j = 1,2 

u l'i¡ 

2 av~ 
I: -' = O per j = 1,2 

i= l é}ll¡ 

on o (1;- r¡) és la de Dirac a 1;- r¡. 
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Considerem també les funcions, per T > O, 

j = 1,2 

Aquestes ens serviran pe~ a m<:>dificar les condicions de frontera de la 
· c ·d w' vi v-' pl Q' Q-J e 1 · pnmera. ons1 erem ¡ = ¡ + ¡, = + . omp e1xen: 

. api 
t::.11 w\+-a =o¡jo(l;- 11), i,i=t,2 

11; 

2 aw! 
~ --

1 =O, j=l,2 
i= l a 11; 

w: (1;, 11) = O SI J 1; - 11 J = T 

També és fàcil de veure que existeix una constant K independent de T, 
per T <!i:: l, tal que es compleix 

l W\ (l;, 11) l ~ K (l - In l 1;- 11 J) per l l;- 11 l <!i:: T, 

IPi(ç,11)1 <!i::K/T per 11;-111 =T, j=l,2 

l a w\ (1;, 11) l l l ~ K/T per 1;-11 = T, 
a llk 

i,j,k= 1,2 

i,j = 1,2 

_ . ( aw: awl) 
Definim ara el Tensor T¡k (W') = Ò;k P1 + - + - . 

3 llk 311; 

(3) 

(4) 

(5) 

Com que w! (l;, 11) = O si 11; -11 l = T, les fórmules de Green per a 
l'operador de Stokes (Ladyzhenskaya (1969), p. 139) donen que, per a qual­
sevol camp solenoïdal q> (11) i qualsevol funció h (11) prou diferenciables a 
11; -11 l <!i:: T, es compleix que 
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f 2 
+ l:. 

l ç - r¡ l = T i, k = l 

on ñ = (n1, n2) és la normal exterior unitària a la frontera de 11; - 11 l =!5: T. 

Aquesta fórmula s'estén a tota <l> E H 2 ( l 1;-11 l < T)2, div <l> = O, i h E 
H 1 ( 11;-TJ l < T) perquè tots dos membres de la igualtat són continus: el pri­
mer per la inclusió de Sobolev H 2 ~ º, i el segon perquè 

quant a la primera integral, i perquè les traces dels elements de 

estan a H312 ( 11; - 11 l = T) (Lions i Magenes ( 1968), p. 44) per a la segona in­
tegral. 

Si apliquem aquesta fórmula a v i q, tenim que, per 1; E n 

V· (ç) = f 
J lç-r¡I .,;T 

+ f lç-r¡I =T 

2 
l: 

i= l 

2 
l: 

i,k= l 

mentre hàgim pres T =!5: d (1;), ond (1;) = dist (1;, a Q) (d (1;) =!5: l). 

Emprant les desigualtats (3), (4) i (5), per la desigualtat de Schwarz te-

=!5:K . Í [ f ui{l-ln 11;-11l)2d11] 
112 

1, l = l l ç - l'i l o¡; T 

[ f l a u- l ] 112 

lç-r¡I .,;T a11: d 11 + 
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i la darrera desigualtat és certa amb K1 independent de T :::; 1, ço que hom 
veu usant de nou la desigualtat de Schwarz i 

f u¡ d r¡:::; f ui d r¡< oo, ja que H (Q) C L4 (Q)2 

11;-TJlo;;;T JR.2 

f (1 -In l l;- r¡ J )2 d r¡:::; f (1 -In l l;- r¡ J )2 d r¡ = 
11;-TJl.;;;T 11;-TJl.;;;t 

l 

= 21t f O (1-lnr)2 rdr< + oo 

Prenguem ara K2 = max { K1, 5 K} i integrem la darrera desigualtat ob­
tinguda respecte a T entre d(l;)/4 i 3 d (l;)/4. La desigualtat és vàlida en 
a9uest rang, car K 2 no depèn de T si T:::; 1. Direm den lloc de d (l;). Obte­
mm: 
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on a la darrera desigualtat hem usat, per al primer terme, la desigualtat nu­

mèrica (a+ b + c + d) ~ 2 ya2 + b2 + c2 + d2, i per al segon terme la de 
Schwarz. 

En conseqüència, ens queda: 

Però el conjunt l Ç -T\ l ~ 3 d/ 4 es troba tot ell a una distància de a Q in­
ferior o igual a 7 d (l;)/4 i val la desigualtat següent (del tipus de Poincaré), 
car v E H (!l) i s'anul·la a a !l: 

per K3 independent de d (i de v E H (!l)). Aquesta desigualtat es prova fàcil­
ment, com a Ladyzhenskaya (1969), pp. 123-124, o a Heywood (1976), p. 
90, usant fortament la gran homogeneïtat de les components no afitades de 
an. 

Finalment, doncs, 

i en concloem que v E L 00 (!l)2 ~ u E H 2 (!l) i u compleix (1) en sentit fort. 

3.6. CoROL-LARI 

Les solucions obtingudes al Teorema 3.5, de la forma R a+ u, són con­
tínues a ni tendeixen uniformement, respecte a y, a (R, O) quan l x l ~ oc. 

Demostració 

Hem vist que u E H 2 ('1)2 n H (Q). No hem de fer sinó aplicar el lema 
2.10 a u. 
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3, 7. PROPOSICIÓ 

Sigui 6 (x, y) un camp com els donats pel lema 3.2, i sigui 

a= (l, 0)-6. 

Siguin & (6), C1 (6), C2 (6) constants positives de manera que 

l J n u T (v76) u l :s;; & (6) 11 u 11 À cnJ 't/ u E H (Q), C¡(6) ~ ll .6.611 L2cn¡2, 

C2 (6) ~ 11 P < a, v7 > 611 L2cn¡2, 

on P és la projecció ortogonal de L2 ('1)2 en j (Q). Suposem que 

& (6) < l R 1-1 i que u E H 2 (Q) n H (Q) 

sigui una solució de (l) de 3.5 amb Rif donats. Aleshores 

on C és la constant de la desigualtat de Poincaré a H (Q) definida a 1.4. 

Demostració 

U compleix 

.6.u - < (Ra + u), v7 > u - < u, V > Ra = grad p - f -

- R.6.a + R 2 < a, v1 > ª· 
Preng1!_em producte _!Scalar de L2 ('1)2 amb ~ en aquesta igualtat. No­

tem que '7a = - v7 6, .6.a = - .6.6 i que .6.6 E J (Q). Usant el Lema 3.4, 
queda 

- 11 u 11 Íl(nJ + R J 0uT (v76) u= -(f, u)L2(nJ2 + 

+ R (.6.6, u)L2(0)2 - R 2 ( < a, v7 > 6, u)L2(0)2 

11 u II Íl(O) :s;; l R l & {b) 11 u II Íl(O) + C ( 11 f 11 L2(0)2 + 

+ l R l C¡{b) + R2 C2 {b)) 11 u II H(O) 

llullH(OJ:s;;C(llfllL2cni2+ IRI C¡{b)+R2C2(b))/(1-IRI &{b)) 
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3.8. TEOREMA 

Si existeix 6 (x, y) com al lema 3.2 tal que 

2\!2C2(llfllL2(n)2+ IRI c.(6)+R2C2(b))+ 

+ 2 l R l E (b) - R 2 E (b)2 < 1 

IRI E (b) < l 

43 

(1) 

(2) 

on C, C 1 {b), C 2 (b), E (b} són les constants definides a la Proposició 3. 7, 
aleshores la solució donada pel Teorema 3.5 és única. 

Demostració 

Suposem que Ra + U i Ra +U+ V per u, V E H 2 (Q)2 n H (Q) si­
guin solucions de (1) de 3.5. Vegem que v = O. 

Restant les igualtats 

L:::. (u + v) - < (Ra + u + v), V> (u + v)- < (u + v), V> Ra = grad q + g 

L:::.u - < (Ra + u), V > u - < u, V > Ra = grad p + g 

obtenim: 

L:::..v- < (Ra +u+ v), V> v- < v, V> u - < v, V> Ra = grad (q -p) 

Prenent ara producte escalar a L2 (Q)2 amb va totes dues bandes de la 
igualtat i usant el Lema 3.4: 

Però notem que 

l J n VT (Vu) V l = l (Vu, V vT)L2(fi)4 l ~ 11 u II H(O) 11 V VT II L2(fi)4 ~ 

~ 11 U II H(O) yl 11 V 11 [ 2(0)2 ~ 11 U 11 H(O) 2 yl 11 V II L2('1)2 11 V II H(O) ~ 

~ 2 Y2 C II u II H(nJ II v II À<n 

on hem usat les desigualtats d'l.4. 
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D'altra banda, a causa de (2) val la Proposició 3.7 i tenim que 

d'on es dedueix que 

l J Q vT (v'u) v l + l R l l J Q vT (v'b) v l ~ 

~2y2.c2 llfllL2{n>2+ l~I ~1(6i+R2C2(6) llvllÀcn¡+ IRI e(b) llvllÀcn¡ 
1- R e( ) 

o sigut que 

La desigualtat (4), juntament amb la igualtat (3), impliquen 

si es compleix que el que hi ha dins els parèntesis quadrats de (4) és estricta­
ment menor que 1. Usant (2) això es compleix si es compleix (1). 

3. 9. CoROL·LARI 

En cas que 2 yÏ C 2 11 f II L2{a)2 < l (en particular, quan f = O), la solució 
estacionària és única si l R l és prou petit. 

Demostració 

P'acord amb el Lema 3.2, escollim b tal que & (b) < l. Com que C 1 (b), 
C2 (l:í) sempre són finites, les desigualtats (l) i (2) de 3.8 es compliran amb 
l R l prou petit. 



4. EL PROBLEMA DE VALOR INICIAL 

4. l. EL PROBLEMA 

Buscarem les solucions del problema de valor inicial de la forma 

V (x, y, t) = Ra (x, y) + V (t) amb V (t) E H 2 (Q)2 n H (Q). 

En conseqüència, la condició inicial haurà d'ésser de la forma Ra + va, bé 
que va podrà ésser presa en un espai més ampli que H 2 (Q)2 n H (Q). 

L'equació que ha de complir v (t) és 

v1 - D..v + grad p = - < Ra, V> v- < v, V> Ra - < v, V> v- g (l) 

on g = -f-RD..a + R 2 < a, V> a, com al capítol anterior, on la pressió p, en 
general, depèn del temps, i on v1 (t) és la derivada de v (t) respecte a t quan 
ens mirem v (t) com una corba de J (Q). Això vol dir que demanem que 

d 
d t V (t) E J (Q), 

i per tant si apliquem la projecció ortogonal P: L2 (Q)2 ~ J (Q) a totes dues 
bandes de (l) ens queda 

d 
- v(t) + Av(t) = F(v(t)) 
dt 

on A= -PD. és l'operador de Stokes, i 

F (v) = P [ -< Ra, V> v-< v, V> Ra-< v, V> v-g]. 

L'equació (2) junt amb la condició inicial 

v (O)= va 

(2) 

(3) 
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constitueixen un problema de valor inicial de tipus semilineal que veurem 
que és del tipus dels estudiats al llibre de Henry (1981 ), al qual farem contí­
nua referència en aquest capítol i del qual adoptarem la terminologia. Un al­
tre enfocament possible, amb petites diferències, és el donat a looss (1973 ). 
Vegeu també X. Mora (1981). 

4. 2. ÜPERADORS SECTORIALS 

Direm que un operador lineal A en un espai de Banach X és un opera­
dor sectorial si és tancat, definit densament, i tal que per a algun 0 E (O, 1t/2), 
algun M ~ 1 i algun nombre real a, el sector 

és inclòs en el conjunt resolvent de A, p (A), i a més 

per tot À E Sa,S· 

És fàcil de veure que si X és un espai de Hilbert i A és autoadjunt i afitat 
inferiorment, aleshores A és sectorial. 

Si A és sectorial i la part real dels punts de l'espectre de A és estricta­
ment positiva, Re ( cr (A))> O, hom pot definir els operadors Aª per a E 1R, 
a~ O amb les propietats següents: 

i) Aª és tancat amb domini D (Aª) dens a X. 

ii) Si perx E D (Aª) definim 11 x 11 u = 11 Aª x 11 x, els D (Aª) són espais 
de Banach, i per a> í3 es compleix la inclusió D (Aª) C D(Al3) que 
resulta contínua i densa. 

iii) Aº= I (identitat a X), A1 = A. 

iv) Per a, í3 ~ O, Aª Al3 = Al3 Aª= Aª+ 13 a D (Aª+ 13). 

v) Si X és un espai de Hilbert i A és autoadjunt i definit positiu, també 
ho són els Aª per tot a~ O. 

(Per a la demostració de tot això, vegeu Henry (1981 ), pp. 18 i ss.) 
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4.3. LEMA 

Com a conseqüència del que acabem de dir i del Teotema 2. 9, l'opera­
dor de Stokes A = - P l},. és un operador sectorial a X = J (Q) amb domini 
D (A) = H 2 (Q)2 n H (Q), que pel fet d'ésser autoadjunt i positiu admet po­
tències Aª amb les propietats citades. En particular: 

Lema 

Demostració 

Com a conseqüència de ii) de 4.2, D (A112) és la clausura de 

D (A)= H_2 (Q)2 n H (Q) amb la norma 11 <l> ll 112 = 11 A112 <l> 11 J(n)" 

Si q> E D (A), tenim 

11 <l> 11 b = (A 112 <l>, A 112 <l> )L2('1)2 = (A<!>, <l> k2('1)2 = (v' <l>, v' <l> )L2('1)4 = 11 <l> 11 A(Cl) 

En aquestes igualtats hem usat que si <l> E D (A), aleshores 

A 112 <l> E D (A 112) 

(conseqüència de la propietat iv) de 4.2) i que A 112 és autoadjunt, car A ho 
és. 

Per tant D (A 112) és la clausura de H 2 (Q)2 n H (Q) amb la norma de 
H (Q), o sigui que D (A 112) = H (Q). 

4.4. LEMA 

Si A és l'operador de Stokes aj (Q) i 1/2 <a:!:: 1, aleshores D (Aª) està 
inclòs contínuament a eg (Q)2 (camps continus i afitats a Q). 

Demostració 

Això és un cas particular d'un teorema de Henry (1981), p. 39, basat en 
les desigualtats de Nirenberg-Gagliardo. El Teorema s'aplica immediata-
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ment al nostre cas carn = Q-S té la "propietat de l'extensió C2" ja que as 
és de classe C2 i la frontera de Q són rectes. 

En particular tenim que II v 11 Loo(0)2 :.;; K1 11 v 11 ª' per 1/2 < a:.;; l. 

4.5. LEMA 

Si 1/2 <a:.;; l, i F és l'aplicació no lineal definida a 4.1, aleshores 

F: D (Aª)~ j (O) és analítica i envia afitats en afitats. 

Demostració 

Definim F 1 (v) = P < v, V> v, F2 (v) = P [ < -;, V> v + < v, V> a°], 
F3 (v) = P [g]. 

Tenim que F= -(F1 + RF2 + F 3). Òbviament F 3 és contínua, ja que és 
constant. Com que F1 és bilineal i F2 és lineal, per a veure que són contínues 
n'hi ha prou veient que són afitades: 

11 F1 (v) 11 L2(0)2:.,; 11 < v, V> V 11 L2(0)2:.;; Y2 11 V 11 L 00 (0)2 11 Vv 11 L2(0)4:.;; 

:s;; K2 llvll~, 
usant el Lema de 4.3 i el Lema 4.4. 

11 F2 (v) 11 L2(0)2 :.;; Y2 11 a' 11 L 00 (0)2 11 Vv 11 L2(0J4 + 

+ 2 11 Va° 11 L 00(0)2 11 V 11 Li(0)2:.,; K3 11 VII a 

Per tant F és un polinomi. F és analítica i transforma afitats en afitats. 

4.6. SOLUCIONS 

Direm que una corba v: [O, t1) ~ j (O) és solució de (2) i (3) de 4.1 si: 

i) vés contínua a [O, t 1) i v (O) = v0• 

d 
ii) \¡/ t E (O, t1), d t v (t) existeix, v (t) E D (A), F (v (t)) és localment 



EL PROBLEMA DE VALOR INICIAL 

d 
Holdercontínuaen t, i - v(t) + Av(t) = F(v(t)). 

dt 

iii) Per a algun p > O, f~ 11 F (v(t)) 11 J(Ol dt < 00 • 

4.7. TEOREMA 
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Escollim a, 1/2 <a< 1. Donada v0 E D (Aª) existeix una única solució 
v (t) del problema amb valor inicial v0 definida en un interval màxim 

que a més compleix: 

i) Si T (v0) < 00, 3 una successió t0 E [O, T (v0)), t0 ~ T (v0) tal que 

ii) v (t) és analítica de (O, T (v0)) en D (Aª). 

Aquest Teorema resumeix els resultats que ens interessaran per al que 
segueix. Hom en trobarà la demostració a Henry (1981). L'existènci¿i i uni­
citat locals són conseqüència del fet que A és sectorial i F: D (Aª)~ J (Q) és 
localment Lipschitz (ibíd., p. 54). La propietat i) se segueix del {et que F en­
via afitats en afitats (ibíd., p. 55 ), i la propietat ii) és conseqüència del fet que 
F és analítica (ibíd., p. 66). 

4.8. CONTINUACIÓ 

En els apartats 4.8, 4.9 i 4.10 demostrarem que les solucions del pro­
blema de valor inicial són prolongables per tot temps t E [O, 00 ). Ho fem 
usant essencialment les estimacions de Ladyzhenskaya (1969) i adaptant-les 
al nostre cas. 

Lema 

Sigui v (t) una solució donada pel Teorema 4.7. Compleix les següents 
igualtats per t E (O, T (v0)) 

i) o= i ddt II V (t) ll l2(0)2 + 11 V (t) 11 Fi(O) + R f o V (tf ('va) V (t)+ (g, v)L2(0)2· 
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Demostració 

Notem en primer lloc que els termes de i) i ii) tenen sentit: notem que 
com a conseqüència de ii) del Teorema 4.7 i del Lema 4.3, 

vt (t) E D (Aª) C D (A 112) = H (Q), car a> 1/2, i per tant té sentit escriure 

11 Vt (t) 11 Íf(O)· 

Diem L (v (t))= vt-t::..v + <R"i + v, "v > v +R< v, "v > "ipert > O. 
Usant el Lema 3.4 tenim que la igualtat 

(L (v (t)), v (t) k 2cn>2 = (- grad p (t), v (t) )L2cnJ2 - (g, v (t) )L2cn>2= 

= - (g, V (t) )L2(0)2 

demostra i). 

Per a demostrar ii) notem que L (v (t)) és una corba de L2 ('1)2 que és di­
ferenciable vista com a corba de H-1 ('1)2: efectivament, l'únic terme del 
qual no tenim seguretat que sigui diferenciable (respecte a t) a L2 ('1)2 és 
t::.. v (t), car v (t) és analítica a D (Aª) però a < 1, i n'hi ha prou que v (t) sigui 
analítica a H (Q) per a tenir diferenciabilitat de t::.. v (t) a H-1 (Q). 

A H-1 ('1)2 tenim que 

on l::,. vt s'entén en sentit distribucional. 

Recordem que H-1 (Q) = Hb ('1)' i com que v1 E H (Q) C Hb ('1)2 po­
dem prendre productes interns de la dualitat 

Però d'altra banda L(v(t)) = -grad p (t)-g, i com que el primer mem­
bre d'aquesta igualtat és derivable a H-1 ('1)2, també ho és el segon, i val la 
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igualtat 

d d 
< - (-gradp(t)-g), vt > = - <-gradp (t), vt > + 

dt dt 

+ < grad p {t), vtt > = O 

ja que vt i vtt són a j (Q). I això prova ii). 

4.9. LEMA 

Donada una condició inicial va E D (Aª) i donat qualsevol & amb 

existeix una funció contínua K: [&, oo)~ R (que depèn deva i de&) tal que si 
v {t) és la solució del problema amb valor inicial va es compleix que 

11 V (t) 11 fi(Cl) :s,; K (t) 

t que 

Demostració 

De la igualtat i) de 4.8 deduïm: 

:t 11 v (t) ll l2(n¡2 ~ 2 l (g, v)t2(n)2 l + 

+ 2 l f n V T ('vRa) V l ~ 11 g 11 [2('1)2 + 11 V ll t2('1)2 + 

i per tant 
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Ara, d'acord amb el Lema 3.2 podem haver escollit a de manera que 

Com que v (t) E H (Q) tenim també a partir de i) de 4.8 

~ llvllÀcn)~ llvllÀcn)+RfnvT('va)v=-~ dd llv(t)lll2(0)2-(g,v)Lz(0)2 
2 2 t 

d 
11 v (t) 11 Àcn) ~ - d t II v (t) 11 i2(n)2 + 11 g II i2(0)2 + 11 v (t) ll l 2cn)2 

f ~ 11 v (s) 11 Àcn) ds ~ 11 v (O) 11 [ 2(0)2 + 

+ 11 g II i2(n>2 · t + f ~ K1 (s) ds = K2 (t) 

Afitem a continuació el terme no lineal de la igualtat ii) de 4.8: 

l f O v; ('vv) vt l ~ 11 'vv II L2(n)4 11 vt v; 11 Lz(0)4 ~ 

~ llvllH(O) Y2 llvtlll4(0)2 

(1) 

Usem ara la desigualtat esmentada a 1.4. Aquesta desigualtat val, ja que 
vt E H (Q). Aquest és el punt de la demostració que seria impossible si n C 
R 3 (com és sabut, la prolongació per tot temps positiu de les solucions del 
problema de valor inicial per a les equacions de Navier-Stokes a R 3 és avui 
en dia un problema encara obert). 

l f O v; ('vv) vt l ~ 2 VÏ II v II H(O) 11 vt II L2(0)2 11 vt II H(O) ~ 

~ i II vt II fl(O) + 4 11 v II fl(O) 11 vt ll l 2(o)2, 

1 l 
usant la desigualtat ah~ - a2 + - b2. 

2 2 

Ara apliquem això a la igualtat ii) de 4.8, usant també que 
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+ 4 11 v 11 Àco¡ 11 vt ll f.2co¡2 

:t II vt (t) 11 [ 2(0¡2 :S:: 8 11 v (t) 1111(0) 11 vt (t) 11 L2co¡2 

d 
d t In II vt (t) 11 L2co¡2 :S:: 8 11v(t)1111(0)· 

Integrant ara aquesta desigualtat entre E i t tenim 

11 vt (t) ll f.2(0)2 ft 11 11 2 d In II 112 :s::8 e v(s) H(O) s:s::8K2(t),pert;;;i:E 
Vt (E) L2(0)2 

11 v1 (t) 11 l2co¡2 :s:: 11 v1 (E) 11 l2(o¡2 exp (8 K2 {t) ) = K3 (t), per t ;;;i: E. 

Tornant a la desigualtat (1): 

11 v (t) 11 Àco¡ :S:: l 2 (v1, v)L2(0¡2 l + 11 g ll f.2co¡2 + 11 v 11 [2(0¡2 :s:: 

:s:: 11 v1 ll l.2co¡2 + 11 v ll l.2(0¡2 + 11 g ll l.2cn¡2 + 11 v ll l.2co¡2 :s:: 

:s:: K3 (t) + 2 K1 (t) + 11 g ll f.2cnJ2 = K (t) per t ;;;i: E 

i queda demostrat el lema. 

4.10. TEOREMA 
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Les solucions donades pel Teorema4.7 són prolongables per tot temps 
positiu. 

Demostració 

Sigui v (t) la solució obtinguda amb v (O) = v0, sigui E E {O, T (v0) ) 

qualsevol, i sigui K (t) la funció donada pel Lema 4. 9. Tenim que per t ;;;i: E 

11 F (v (t)) 11 L2(0¡2 = 
= 11 P [- < Ri, v > v (t)-< v (t), v > Ri- < v {t), v > v (t)- g] 11 Li<º>2 
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:s;; C1 11 "vv (t) 11 L2(0)4 + C211 v (t) 11 Li(0)2 + 

11 V (t) 11La,(0)22 11 "vv (t) 11 Li(D)4 + C3 :s;; C4 K (t) + 2 C5 K (t) 11 v (t) 11 a + C3 

Prenent normes a la igualtat 

Av (t) = - vt + F (v (t) ) 

tenim 

11 Av (t) 11 L2(n)2 :s;; 11 vt II Li(D)2 + 11 F (v (t)) 11 Li(0)2 :s;; 

:s;; (C4 + 1) K (t)+ 2 C5 K (t) 11 v (t) 11 a+ C3 per t E [e, T (v0) ). 

Usem ara la important desigualtat 

11 Aª v II L2cn>2 :s;; 11 Av II t2cnJ2 11 v ll l;ênJ2, 

vàlida per v E D (A), ja que A és autoadjunt i positiu (Henry (1981), p. 28). 
Com que v (t) E D (A) per t > O, en concloem: 

IIAv (t) 11 Li<n>2 :s;; (C4 + 1) K (t)+ 2 C5 K (t) IIAv (t) 11ª (CK (t) )1---(1 + 

+ C3 per t E [E, T (v0) ). (1) 

Siexistísunasuccessiót0 E (O, T(v0))comalTeorema4.7, t0 ~T(v0), 

i II v (t0 ) 11 ª~oc, aleshores necessàriament II Av (t0 ) 11 Li(0)2 ~ oc ja que 

V (t) E D (A) 

i l'encabiment D (A) C D (Aª) és continu. 

Pern prou gran, t0 >Ei val la desigualtat (1 ). Si fos T (v 0 ) < 00 podríem 
prendre un nombre S tal que 

(C4 + 1) K (t)< S, 2 C5 K (t) (CK (t) )1---<1 < S, C3 < S per t e [E, T (v0)]. 

I tindrem 

i en particular 
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. per n prou gran. Com que O < a < l, és impossible que 

11 Av (tn) 11 L2(Q)2 ~ 00 

i el Teorema queda demostrat. 

4. 11. ESTABILITAT l INESTABILITAT DE SOLUCIONS ESTACIONARIES 
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La formulació abstracta del problema de valor inicial (2), (3) de 4.1 ens 
permet d'aplicar immediatament els resultats coneguts d'estabilitat i inesta­
bilitat de solucions estacionàries segons l'espectre de la part lineal. Si a+ u 
és una soluciójestacionària, la part lineal A - DF (u), que en direm Au, és 
l'operador de (Q) amb domini D (Au)= D (A) = H 2 (Q)2 n H (Q) definit 
per 

Au (v) = Av + p [<a+ u, ">V+ < v, ">(a+ u)] 

Teorema (estabilitat): Si existeix P > O tal que cr (Au) C { Re À. > p }, alesho­
res u és asimptòticament estable a D (Aª). Més concretament, existeixen 
p > O, M ;;;:,; O tals que si 

aleshores la solució del problema de valor inicial v (t) amb v (O) = v0 com­
pleix 

(per a la demostració, vegeu Henry (1981), p. 98). 

Teorema (inestabilitat): Si cr (Au) n { Re À. < O } és no buit, aleshores u és 
inestable, és a dir, existeix & >Oi una successió vn E D (Aª) amb 11 vn-u II u 

~ O tals que per a tota n 

Sup llvn(t)-ull ;;;:,;&, 
t>O 
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on vn (t) és la solució del problema de valor inicial amb vn (O)= vn (per a la 
demostració, vegeu Henry (1981), p. 105). ' 

4.12. ESTABILITAT PER L'ENERGIA 

Donem ara un criteri d'estabilitat asimptòtica monòtona i global en la 
norma de L2 (Q)2, del tipus del Teorema de Serrin (vegeu Joseph (1976), I, 
p. 15). 

Teorema 

En les hipòtesis del Teorema 3. 8, la solució estacionària única u és glo­
balment monòtonament asimptòticament estable en la norma de L2 (Q)2. 

Demostració 

Considerem les solucions del problema de valor inicial amb la forma 

Com que Ra + u és solució estacionària s'ha de complir que 

vt + grad p = 6.v- < Ra + u, "v >V-< v, "v > (Ra +u)-< v, "v > V 

Multiplicant escalarment a L2 (Q)2 per v (t) i usant el Lema 3.4 queda 

Però d'acord amb la desigualtat (4) del Teorema 3.8, existeix o< l tal 
que 

I per tant, 

l d 
- -d 11 V (t) 11 Àcn) ~ (o-1) 11 V 11 [z(0)2 ~ ( 0-1) c-2 11 V (t) ll lieni2 
2 t 
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on C és la constant de la desigualtat de Poincaré. Per tant, 

11 v (t) ll l 2cnl2 :S: 11 v (O) ll l 2c0 ¡2 · exp (t (o-1) l C2) 

d'on se segueix l'estabilitat asimptòtica global ja que (o - 1) < O. Com que 

d 
d t 11 v (t) 11 2 < O si v (t):# O, 

l'estabilitat és monòtona. 





5. EL PROBLEMA ESPECTRAL 

5 .1. EL PROBLEMA 

En aquest capítol estudiem l'espectre dels operadors Au definits a 4.11 i 
ens interessem pel caràcter de la part de l'espectre més propera al semiplà 
{Re z < O}. Com ja hem vist, l'existència d'una part no buida de l'espectre 
en aquest semiplà implica inestabilitat de la solució estacionària u, però la 
importància d'aquesta part de l'espectre també es deu a la possibilitat d'estu­
diar moviments secundaris propers a la solució estacionària, produïts per 
bifurcació quan una part de l'espectre travessa l'eix imaginari de dreta a es­
querra en variar algun paràmetre de l'equació ( el nombre de Reynolds R, les 
forces de cos, etc.). 

Els fenòmens de bifurcació en equacions semilineals d'evolució com les 
de Navier-Stokes han estat molt estudiats els darrers anys. Entre d'altres re­
ferències podem citar Iooss (1972), (1973), Joseph i Sattinger (1972), Judo­
vich (1971), Sattinger (1973), Kirchgassner i Kielhofer (1973), Marsden i 
Me Cracken (1976), Joseph (1976) I i 11, Iooss, Nielsen i True (1978), Calsi­
na (1981), Henry (1981). 

Sota tots els punts de vista citats, per a provar l'existència de la solució 
bifurcada i estudiar la seva estabilitat cal que la part de l'espectre que creua 
l'eix imaginari sigui un nombre finit de valors propis de multiplicitat finita. 
Això semfre és cert per a operadors amb resolvent compacta, com ara la 
part linea de Navier-Stokes per a un problema en un recinte afitat, però 
això no és necessàriament cert en dominis no afitats. El mateix operador de 
Laplace a tot l'espai R 2 és un exemple fàcil en què el zero és un valor espec­
tral no aïllat i que no és valor propi. En canvi, això no és així per als nostres 
operadors Au, com ho demostarem al Teorema 5.12. 

Els nostres resultats sobre l'espectre de la part lineal en una solució es­
tacionària de les obtingudes al Teorema 3.5 són probablement similars a 
certs resultats de K.I. Babenko sobre les solucions de Finn i Smith (1967). 
Malauradament, no hem pogut trobar cap referència a aquests resultats que 
no fos verbal i poc precisa. 
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Nota 

En aquest capítol i en el següent els espais de funcions definits a 1.3 es 
consideraran complexificats, si no es diu explícitament el contrari. 

5.2. DEFINICIÓ 

com 

Definim l'operador d'Oseen BR a l'espaij (Q) amb domini (dens) 

D (B) = D (A) = H 2 (Q)2 n H (Q) 

BR V = - p l).. V + p < (R, O), "v > V 

Notem que 
a a 

< (R, O), "v > v = R - v, i que si v n H (Q) aleshores - v E J (Q) ax ax 
(això és cert per v E j (Q), i s'estén per continuïtat). En conseqüència 

a a 
P-v=-v, ax ax 

i l'operador BR queda 

on A és l'operador de Stokes. 

a 
BRv=Av+R-v ax 

Hem donat a BR el nom d'operador d'Oseen ja que el paper de l'opera­
dor BR és equivalent en el nostre cas al paper de les equacions d'Oseen en un 
medi il·limitat (vegeu Berker (1963), p. 287). 

5.3. LEMA 

i) Donat R E 1R , existeixen a, h > O, h < 1 tals que 'v v E D (A) 
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(si es compleix aquesta desigualtat hom diu que l'operador 

a 
R-v 

ax 
és relativament afitat respecte a A, i del nombre b se'n diu fita relativa). 

ii) BR és tancat. 

Demostració 
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ii) se segueix de i) per un Teorema de Kato (1966 ), p. 190, ja que sabem 
que A és tancat. Per a veure ii) fem: 

v E D (A)=> (Av, v)L2cn¡2 = ll '\lv ll l 2cn¡4 => ll '\lv ll l 2cn¡4 :!E:: 

:!:E: 11 Av II L2cn¡2 11 v 11 L2(n¡2 => 

1 
+ - llvllL2cn¡2, &>0, 

4& 

on hem usat la desigualtat 

Prenent E < l R 1-1 se segueix el resultat. 

5.4. TEOREMA 

a(BR) C {zE a: l Rez~C-2,(Im,z)2 :!:E:R2 Rez},onCéslaconstant 
de la desigualtat de Poincaré. Aquest conjunt té l'aspecte representat a 
la fig. 5. 
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2 

Fig. 5 

Demostració 

-'., 
. / 

. ,-,/ 
,->;•/~--; 

Vegem primer que el rang numèric de BR, 8 (BR) està en aquest conjunt: 

tal q~e z = (BR v, v)L2cn)2• Si v = vr + i vi (parts real i imaginària), tenim 

Z = (BR v, v)L2(0l2 = ("v'v, "v'vk2(0)4 + R J O ( aªx V ) T v. 

f O ( aªx V ) T V= J n [ ( aªx vr ) T vr + ( aªx vi ) T vi ] + 

+ i f O [ ( aªx vi ) T yr - ( aªx yr ) T yi ] • 

Però la primera d'aquestes dues integrals és zero: efectivament, si 

f e H 10 (Q) (real), 

aleshores 
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ja que això és cert si f E C; (Q) (integrant primer respecte a x) i s'_estén a 
HA (Q) per continuïtat. Usant això per cada component de v' i de v' s'obté 
que la primera integral és zero. 

Per tant, Re z = 11 v 11 À en¡~ c-2, ja que 11 v II L2cn¡2 = l. A més 

l Im z l = l R l l J n [ ( aªx vi ) T v' - ( aªx v' ) T vi ] l ~ 

~ l R l J n ( [ ( aªx vi ) 2 + ( aªx v' ) 2 ] 1/2 [ (v')2 + (vi)2 ]1/2) ~ 

~ l R l E J n [ ( aªx vi ) 2 + ( aªx v' ) 2 ] + 14~1 J n [ (v')2 + (vÏ)2] ~ 

f l R l ( E 11 'vv ll l2cn¡2 + 4
1

1:: ) 

i fent E = (2 11 'vv II L2cn¡4t1 concloem que 

l Im z l ~ l RI 11 'vvll L2(n)4 = l R l (Re z)112 

Ara, com que B és tancat tenim que a (BR) C 0 (BR) si podem demos­
trar que existeix z ~ 0 (BR) tal que z ~ a (BR) (Kato (1966), p. 268). Pren­
guem z = it per t E R+. Per a veure que z E p (BR) per a algun t n'hi haurà 
prou amb veure (Kato (1966), p. 214) que per a algun t 

a 11 (A - i t1t1 11 + h 11 A (A - i t It1 11 < l 

on a i b só_9 les c~nstants del Lema 5.3 i), i 11 11 és la norma de l'espai d'ope-
radors L U (Q), J (Q)). 

Però com que A és autoadjunt tenim que 

11 (A- i t 1)-1 11 ~ 1/t , 11 A (A- i t 1)-1 11 ~ l 

(Kato (1966), p. 271) i com que b < l el que volem es verifica si t és prou 
gran. 

5.5. LEMA 

L'adjunt de BR és B_R• 
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Demostració 

Notem que D (B¡J és dens aJ (O), i que per tant l'adjunt de BR, Bi està 
definit unívocament. 

Hom veu fàcilment que per v, w e D (B¡J 

J (~v)Tw=-J vT(~w) 
n ax n ax 

En con.seqüència, per v! w E D (BR), (BR v, w)L2cn>2 = (v,. B_R wk2cn)2, 
per tant tenim que B_R C BR. 

Però per 5.3 i 5.4 sabem ~ue B_R és tancat i invertible amb continuïtat. 
Per tant el rang de B_R és tot J (O). Si Bi, fos una extensió no trivial de B_R 
hauria de tenir nucli no trivial. Però això no és possible ja que el nucli de Bi 
és, per definició, l'ortogonal a la clausura del rang de BR, o sigui zero. 

5.6. DEFINICIÓ 

Considerem l'operador C definit per 

Cv = P [ < -R6 + u, '\7 > v- < v, '\7 > (-R6 +u)] 

on 6 = (1,0)-a i u és tal que a+ ués unasolucióestacionàriadeles obtingu­
des al Capítol 3. 

És clar que es compleix que per v E D (A) 

5.7. LEMA 

L'operador A,. amb domini D (A,.)= D (A) és tancat. 

Demostració 

Pel que hem dit a la demostració del Lema 5.3 ii) n'hi haurà prou amb 
veure q~e C és relativament afitat respecte a A amb fita relativa tan petita 
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com volguem, car llavors 

a 
v-+R - v+ Cv ax 
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serà relativament afitat respecte a A amb fita relativa menor que 1, i Au serà 
tancat. 

Pel primer terme tenim: 

11 < ( - Rb + u), 'v > V II L2(0)2 :5= 11 - Rb + U II L00(0)2 11 'vv II L2(0)4 :5= 

:s;; 11 - R6 + u II L .. (n¡2 ( & 11 A V 11 L2(0)2 + 41 
& 11 V 11 L2(n¡2) 

per a qualsevol & > O, d'acord amb el càlcul de 5.3. I també: 

11 < v, 'v > ( - Rli + u) IIL2cn>2 :s;; 2 11 v 11 L4cn>2 11 'v (- Rli + u) 11 L4cn¡4 ::5: 

:s;; 2 vï. C 112 11 'vv II L2(0)4 ll 'v ( - Rb + u) 11 L4(0)4 :s;; 

:s;; 2 vï. C 112 11 'v (-Rb + u) 11 L4(0)4 {& 11 Av 11 L2(n)2 + - 1- 11 VII L2(n¡2) 
4& 

on hem usat les desigualtats d'l .4. El fet que 'v u E L4 (0)4 és conseqüència 
del fet que u E H 2 (0)2 i de l'encabiment H 1 (O) C L4 (O) d'Adams (1975), 
p. 106. 

5.8. TEOREMA 

El rang numéric de ~ està contingut en un conjunt de forma 

Demostració 

. Pren~m v E D (Au), 11 v II L2(n¡2 = l. Usantles estimacions del Lema an­
tenor temm 

l (Cv, vk2cn¡2 l :s;; [ -R6 + 11 u II Lao(0)2 + 

2 yÏC 11 'v ( - R6 + u) 11 L4(n¡4] 11 'vv II L2cn¡4 
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Si anomenem a la quantitat dins els parèntesis quadrats, tenim 

Usant ara les estimacions del Teorema 5.4, si z = (Au v, vk2cn)2 tenim 
que 

l Im z l :s:; l R l 11 'vv 11 L2(n)4 + a 11 'vv II L2(0)4 = ( l R l + a) 11 'vv II L2(n)4 

5. 9. ESPECTRE ESSENCIAL 

Definició 

l Imzl2 2 
l l 2 :s:;2Rez+a 

( R +a) 

(Gohberg-Krein, (1969)): Si T és un operador lineal en un espai de Ba­
nach X, un punt normal per T és un punt À. E C tal que o bé està en el con­
junt resolvent de T o bé és \ln valor propi aïllat de T de multiplicitat (algèbri­
ca) finita. 

Noteu que el conjunt de punts normals de T, r, (T), és obert i que 

p (T) C r, (T). 

Definim l'espeare essencial de T com CJE (T)= C - r, (T). 

(Hi ha diverses definicions d'espectre essencial en circulació; vegeu 
Kato (1966), p. 243, p. ex.). 

5.10. TEOREMA 

(Gohberg-Krein): Suposem que X és un espai de Banach, 

T:D(T) e X-+X 
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un operador lineal tancat, i L: D (L) C X-+ X un operador lineal amb 

D (f) e D (L), 

i suposem que, per a algun À.0 E C, L (T -À.0 It1 és compacte (direm que L 
és T-compacte). Sigui U un obert connex de C constituït enterament per 
punts normals de T. Aleshores, o bé U consisteix enterament en punts nor­
mals de T + L, o enterament en valors propis de T + L. 

(Aquesta formulació és deguda a Henry (1981), p. 136, com a genera­
lització del resultat de Gohberg i Krein (l 966), p. 22, per a operadors afi­
tats). 

5.11. TEOREMA 

C és BR-compacte. 

Demostració 

Com que O ~ CJ (BR) (Teorema 5.4), podem considerar 

Bi1 : J (Q)-+ J (Q). 

Donem ara a l'espai D (B) = D (A)= H 2 (Q)2 n H (Q) l'estructura d'espai 
d~ Hilbert induïda p~r _H2 (Q)2• B és contin~ _de~ (B) eg J (Q), i, estant defi: 
mt a tot D (B), tambe 5s tancat. En consequenc1a B-1 : J (Q)-+ D (B) tambe 
és tancat i definit a tot J (B), i pel Teorema de la Gràfica Tancada és continu. 

B-1 C 
Ara demostrem que la composició J (Q)-+ D (B)-+ J (Q) és compacta. 

Per a veure-ho n'hi ha prou amb provar que 

v-+ < ( - R6 + u), 'v > v + < v, 'v > ( - R6 + u) 

és compacte com a operador de H 2 (0)2 en L2 (Q)2• 

Notem que l'operador 

V-+ < - 6, 'y > V + < V, 'y > ( - 6) 

és compacte com a operador de H 2 (Q) en L2 (Q)2 car el seu rang és contingut 
a H 1 (Qb), on Qb és un obert afitat qualsevol que contingui el suport (com-



68 EQUACIONS DE NA V/ER-STOKES EN UN CANAL AMB OBSTACLE 

pacte) de 6 intersecat amb '2, i el que diem es dedueix del fet que la inclusió 

és compacta, car nb és afitat (Teorema de Rellich i Kondrachov) i la inclusió 
L2 (Ob) ~ L2 ('2) (estenent per zero) és contínua. 

Definim ara 

C : H 2 ('2)2 -+ L2 ('2)2 per C (v) = < u, 'v > v + < v, 'v > u. 

Ens resta veure gue e és compacte. Siguin <l>n e J ('2) tals que <l>n-+ u a 
H ('2) i definim en (v) = < <Pn• 'v >V+ < v, 'v > <Pn• per veH2 ('2)2. No­
tem que 

11 en (v)- C (v) 11 L2('1)2 ~ 2 11 <l>n - u 11 L4('1)2 11 'vv II L4('1)4 + 

+ 2 11 'v<l>n - 'vu 11 L2(0)4 11 V 11 L 00(n)2 :!E; K 11 <Pn - u 11 H(O) 11 VII H2(n¡2 

amb K independent de u, vi n, on hem emprat l'encabiment continu 

(Adams (1975), p. 106). 

Per tant en ten~eix a C en la norma dels operadors continus de H 2 ('2)2 

en L2 ('2)2• Però els en són compactes perquè les <t>n tenen suport compacte i 
apliquem a elles el mateix raonament que a 6. 

D'això se segueix el resultat, ja que el límit (uniforme) d'operadors 
compactes és compacte. 

5.12. TEOREMA 

Peraqualsevol&>O,a(Au) n p. E <C l ReÀ.<C-2 -&}obéésbuit,o 
bé consisteix en un nombre finit de valors propis (aïllats) de multiplicitats 
(algèbriques) finites. 

Demostració 

Apliquem el Teorema 5.10 a 



BL PROBLEMA BSPBCTRAL 69 

(el complementari del conjunt de la fig. 5). Els punts de U són punts nor­
mals de BR, pel Teorema 5.4. Com que C és BR-compacte, tenim que U és 
format o bé per punts normals de Au = BR + C o bé enterament per,valors 
propis de Au. 

No pot ésser que tots els punts de U siguin valors propis, car els valors 
propis de Au són continguts a 8 (Au), i pel Teorema 5.8 hi ha punts de U fora 
de 8 (Au). Per tant, U C p (Au). 

En conseqüència CJ (AJ n U són valors propis isolats de multiplicitat 
(algèbrica) finita. Però com que aquests valors propis han d'estar a 8 (Au), i 
pel Teorema 5.8 dins la paràbola 

i han d'ésser aïllats, en concloem que a p .. E CC l Re À. < c-2 -&} només 
n'hi pot haver un nombre finit. 



.. 

l 



6. ALGUNS CÀLCULS SOBRE L'ESPECTRE 

6.1. EL PROBLEMA 

En aquest capítol calculem l'espectre de l'operador 

a 
BR=A+R -ax 

en el canal Q sense obstacle, és a dir l'espectre de BR com a operador de J (Q) 
amb domini H 2 (Q)2 n H (Q). El càlcul el fem emprant la transformada de 
Fourier en la direcció de x. 

El coneixement d'aquest espectre ens permetrà de calcular la constant 
C d't.4 enel cas general O= Q-S, i també demostrar que l'espectre essen­
cial dels operadors Au, que en el capítol anterior hem vist que quedava con­
finat a { z E <C l Re z ;;a: c-2 }, és sempre no buit, ja que conté un conjunt I:R 
que determinarem explícitament. 

Parlant sense precisió, la traniformada de Fourier en la direcció de x 
ens representa un camp u (x, y) E J (Q) com 

1 Joo ·çx u(x, y) = yiic _ 00 u(l;, y)e' dx 

(usant el Teorema d'inversió), és a dir ens representa el camp u (x, y) com 
una integral de camps de Q de forma íl1;, (y) eiç,x. Un camp de la forma 

(a (y), b (y) ) eiçx 

mai no és de L2 (Q)2 (si no és idènticament zero), però veure com actua 
l'operador BR sobre els camps d'aquesta forma ens donarà la informació que 
necessitem sobre l'espectre de BR. 
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Els apartats 6.2 fins a 6. 9 contenen definicions i resultats sobre parelles 
(a (y), h (y)) E L2 (-: 1, 1)2 que han d'ésser vistes com a representacions de 
camps (a (y), b (y)) e1!;x per a alguna l; real. 

Com es veurà, exclourem sempre el cas l; = O ( camps constants respecte 
a x). Considerar-lo implicaria haver d'anar més amb compte en alguns càl­
culs, i de vegades obtenir resultats qualitativament diferents. En tot cas, als 
efectes del que ens interessa a la demostració del resultat que busquem, el 
conjunt l; = O serà de mesura zero dins una integral respecte de l;, i podrà és­
ser ignorat. 

Com hem dit al capítol anterior, els espais que considerarem seran 
sempre complexificats, excepte quan es digui el contrari. 

6.2. DEFINICIONS 

Donat l; E R , l; =/:- O, definim 

Ji; (-1, 1) = { (a, b) E L2 (-1, 1)2 l h e H~ (-1, 1), i il;a + b' = O}, 

on h' és la derivada de b. Com es veu, si (a, h) E Ji; (-1, l), aleshores 

(a (y), b (y)) ei!;x 

té divergència zero i és paral·lel a aQ. 

És fàcil de veure que J1; (-1, l) és un subespai tancat de L2 (-1, 1)2 que 
coincideix amb l! clausura de { (a, h) E e~ (-1, 1)2 l il;a (y) + b' (y) =o}. i 
que per (a, b) E Ji; (-1,1) podem considerar 'l'(Y) = il;,-1b(y), que fa el paper 
de funció de corrent, tal que 'l' E HA (-1,1) i que 

a (y) = 'l'' (y), h (y) = - il;'I' (y). (l) 

6.3. PROPOSICIÓ 

Si definim Gi; (-1, l)= Ji; (-1, l) (ortogonal a L2 (-1, 1)2), per l;=/:- O, te­
nim que (a, b) E Gi; (-1,1) <=> 3 p E H 1 (-1,1) tal que (a, b) = (il;p, p'). 

(Això fa el paper de descomposició en gradients i solenoïdals paral·lels 
a la frontera). 
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Demostració 

(a, h) E G1;(-1,1) 'v ,VE C0 (-1,1), 

f l - - d 
_1 (a,v' + il;b,v)dy = O <=> dy a=il;b(ensentitdistribucional). 

Aleshores a E H1 (-1, l) i podem prendre p (y) = -i 1;-1 a (y). 

6.4. LEMA 

Sigui Pi;, la projecció ortogonal de L2 (-1, 1)2 en Ji;, (-1, l) per 1; =/:-O.Do­
nat (a, h) E L2 (-1, 1)2, l'aplicació 1; ~ Pi;, (a, h) és contínua de R - {O} en 
L2 (1,1)2. 

Demostració 

Sigui l; E JR- {O}, i vegem que l'aplicació és contínua a 1;. Suposem 

(a, h)= (a1, h1) + (i1;p1, p;) amb (a1, h1) = P~ {a, h) i p1 E H1 (-1,1). 

Aleshores, per T) E :R- {O} 

P 11(a1, h1) = P 11( a1, i hi) + P 11 ( O, ( l - i ) h1) = 

=(a1, i b1)+P11 (0,(1-i )hi) 

P li (il;p1, PD = P 11 (iT1P1, p;) + P li (i (1;-T)) P1, O) = P li (i (/;-T)) P1, O) 

11Pll{a,b)-(a1,h1)IIL2(-1,t)2:!:: ll(a1,h1)-(a1, i h1) IILi(-l,t)2+ 

+ IIPll(o,(1- i )hi) IIL2H,1i2+ 11Pll(i(1;-T1)P1,0) IIL2H,1i2 

que és evident que tendeix a zero si T) ~ 1;. 
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6.5. DEFINICIONS 

Per ç E R, ç i:- O considerem 

Hi; (-1, l)= { (a, b) E H~ (-1, 1)2 l i!;a + b' =O}. 

Notemquesi(a, b) E Hi;{-1,l)llavorsb E H~{-1,l)jaque 

b' =-i!;a E H~(-1,1), 

i per tant b (y) i b' (y) valen zero a y = ± l. Per tant 

'l' (y) = i 1;-1 b (y) E H~ (-1, l). 

Donat R E R, considerem l'operador Bt de j (-1, l) amb domini 

H 2 (-1, 1)2 n Hi; (-1, l) 

definit per 

Bt (a, h)= Pi; (- a", - b") + !;2 (a, b) + i R!; {a, b) 

que fa el mateix paper que BR a j (Q). 

Òbviament Bf és continu de H 2 (-1, 1)2 n Hi; (-1, 1) en J (-1, l). Usant 
el Lema anterior també tenim: 

Corol·lari 

Si!;~ v (!;) és una aplicació contínua de R - {O} en H 2 (-1, 1)2 tal que 

v (!;) E D (Bt 'v' l; E ll- {O}, 

aleshores l'aplicació!;~ Bt v (!;) és contínua de ]R- {O} en L2 (-1, 1)2. 

6. 6. PROPOSICIÓ 

'v'RE R, i'v' l; E R-{O} 

i) Bt és un operador tancat amb resolvent compacta. 

ii) Bg és autoadjunt i positiu. 

iii) Bf és un operador normal. 
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Demostració 

Per!; E R- {O}, diem AE. de l'operador dejE. (-1,1) amb domini 

H2 (-1, 1)2 n HE. (-1, 1) 

definit per 

Sigui K l'operador que a (f, g) E L2 (-1, 1)2 fa correspondre 

(a, b) E H2 (-1, 1)2 n HA (-1, 1)2 

tals que -{a", b") = (f, g). És ben sabut que K és continu de 

L2 (-1,1)2 en H 2 (-1,1)2. 

75 

K no és l'invers de A;, car si (f, g) E jE. (-1, 1), no nesessàriament (a, b) 
compleix i!; a+ b' =O.Però sí que és cert que si (f,.g) E JE,(-1, 1) aleshores 

i en conseqüència existeixen a, 13 E CC tals que 

1 '\ /3 
iça (y) + b' (y) = a yï + 13 V 2 y 

que d'acord amb l'ortonormalitat de 

~ i vfy 
a L 2 (-1, l) fa que tinguem 

Modificarem K per a obtenir l'invers de AE.. 
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Considerem les "solucions particulars• següents: 

( -i ) i 1 
(ai, hi)= 1; VÏ 'O + 1; VÏ !;ch!;-sh!; · 

• (- sh!; + !;eh (!;y ), i!; ( sh!;) y - i!;sh (!;y)) 

(a2, h2) = ( ~i v1 y, O) + ~ yf !;s~!; · 

. (!;sh (!;y), i!;ch!;- i!;ch (!;y)) 

que compleixen les següents propietats: 

a¡, h¡ E H2 (-1,1) n Hb (-1, 1) , j = 1,2 

1 
i1;a1 +h~= -

vï 

i1;a2 + hi = v1 y 

- (a¡, h¡) = (il;p¡, p¡), o sigui Pi; (-a¡, - h'';) = O, j = 1, 2, amb 

l 1 . 
P1 = i:. r,;2 • -- • il;2. eh (l;y) 

..,, v ~ l;chl; - shl; 

i" /3 1 
P2 = ~ V 2 . l;shl; . i 1;2. sh (l;y) 

Usant això definim la projecció E de H 2 (-1,1)2 per 

l 1 
E (a, h)= (a, h)-[ J_1 (il;a + h') VÏ dy ](a1, h1)-
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Per construcció, és evident que E° K restringit aJé, (-1, 1) compleix que 
el seu rang està efectivament a H 2 (-1, 1)2 n Hé, (-1, 1), i que Aé, 0 E° K és la 

identitat a Ji; (-1, 1). 

Notem que tenim per (a, h), (c, d) E H 2 (-1, 1)2 n Hi; (-1, 1): 
l 

(Ai; (a, b), (c, d) )L2(-t,1>2 = J_¡ (a' e' + b' ct') dy (1) 

Prenent (c, d) = (a, b) a la identitat (1) veiem que Aé, no té nucli no tri­

vial, i en conseqüència E° K O Aç és la identitat ajç (-1, 1). Per tant Aé, té un 

invers continu, E° K, definit a tot jç (-1, 1) i per això veiem que Ai; és tancat. 
A més, l'invers és compacte, per raó de la compacitat de la inclusió 

H 2 (-1, 1)--+ L 2 (-1, 1). 

Usant (1) hom veu que Ai; és simètric i, en tenir com a rang tot j. (-1, 1), és 
autoadjunt. També de (1) es dedueix que A. és positiu, usant la cÍesigualtat 
de Poincaré. ., 

Resumint: Ai; és autoadjunt, positiu i amb resolvent compacta. Com 
que 

i!; és real, el mateix és cert per a Bg, i hem demostrat ii). Com que 

tenim que B~ és tancat amb resolvent compacta, o sigui que es compleix i). 

L'afirmació iii) és ara evident: l'adjunt de B~ + iRl;I és B~ - iRl;I, i 
òbviament commuten. 

6. 7. VALORS PROPIS DE B~ 

De la forma de Bt deduïm que À. és un valor propi de Bt si i només si 

À.- (ç,2 + iR!;) 

és un valor propi de Ai; (definit a 6.6). Així n'hi haurà prou amb trobar els 
valors propis de Ai;, que són reals i estrictament positius, pel que ja hem vist. 
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Hem de trobar solucions no trivials de 

-(a" (y), b" (y)) + (i!;p (y), p' (y)) = À. (a (y), b (y)) 

per (a, b) E H 2 (-1, 1)2 n H; (-1, 1), p E H 1 (-1, 1). Prenent la "funció de 
corrent" 'l' (y) definida a 6.2 {l), tenim 

(-'l'Ill (y), iÇ'l'll (y)) + (içp (y), p' (y)) = À. ('l'i (y), - iÇ'I' (y)) 

Derivant respecte a y la igualtat entre les primeres components, multi­
plicant per i!; la igualtat entre les segones i eliminant els termes içp' (y), això 
és equivalent a 

_ 'l'IV (y) + ç2 '1'11 (y)-À. ('1'11 (y)- ç2 'l' (y)) = Q (l) 

'l' (-1) = 'l'i (~1) = 'l' (1) = 'l'i (1) = 0 (2) 

que és el clàssic problema d'Orr-Sommerfeld. 

Dient f (y) = '1'11 (y) -1;2 'l' (y), (1) queda com 

- f" (y) = À. f (y) 

i usant la funció de Green de l'operador 

d2 
- -1;21 
dy2 

és fàcil de veure que les condicions (2) són equivalents a demanar que 

l l f j (y) e!;y dy = O , f_1 f (y) e-{y dy = O 

(3) 

(4) 

Com que À. és real i positiu diemµ= + y'i. i de (3) deduïm que f té la 
forma 

f (y) = a eiµy + p éµy 

(Això no seria cert en el cas µ = O). I les condicions ( 4) queden 

a f ~1 eiµy e!;y dy + P ( 1 e-iµy e!;Y dy = O 

a f~1 eiµy e-{y dy + P f~1 e-iµy e-{y dy = O 

(5) 
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Si aquest sistema ha de tenir una solució (a, P)-:/:- (0,0) cal que s'anul·li el 
determinant. Efectuant les integracions, el determinant del sistema és 

sh2 (!;+iµ) sh2 (!;-iµ) 
4-----4 

(!; + iµ)2 (ç-iµ)2 . 

Com que !; i µ són reals, si diem z = !; + iµ tenim que!;- i µ = z, i per 
tant s'ha de complir que 

0 _ sh2 z _ sh_2 z _ ( shz + sh_z ) ( shz _ sh_z ) 
z2 z2 z z z z (6) 

I com que shz = shZ, en concloem que les solucions de (6) són els nom­
bres complexos z tals que 

shz shz 
Re =O obé Im =O. 

z z 

D'aquests, els que tenen part real!; donen lloc a valors propis de Aé,, amb 
l'excepció dels de la forma z =!;+i· O, que, bé que compleixin 

shz 
lm - =O 2 , 

són una solució que ens ha aparegut en prendre la forma (5) per a f, que ja 
hem dit que no valia en el cas µ = O. De fet, sabem que A. = O no és mai valor 
propi, ja que Aé, és positiu (estrictament). 

Resumint els resultats obtinguts i usant la proposició 6.6, tenim: 

Teorema 

Sigui!; E lR -{O}. L'espectre de Bt és purament puntual i consisteix en 
el conjunt imatge per l'aplicació (x + iy) ~ (x2 + y2 + iRx) de 

{ z E <C l Re z = !;, lm z :# O, ( Re s~z ) . ( Im s~z ) = O}. 
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6.8. 

El conjunt 

( shz ) ( shz ) {z E C l Re -;- lm z = O} 

té l'aspecte que apareix a la fig. 6. 

D'aquest conjunt ens interessa fer notar que 

i) És simètric respecte als eixos Re z = O, Im z = O. 

ii) Està format pels eixos i per una família de corbes analítiques cadas­
cuna d'elles compresa entre dues rectes de la forma Im z = n1t/2, 
Im z = (n + l) 1t/2, n enter. 

iii) Cada corba és asimptòtica a la recta inferior corresponent. 

iv) La corba compresa a n1t/2 =s;; Im z =s;; (n + l) 1t/2, quan Im z;;.:: O, 
correspon a 

shz 
Re =O 

z 

si n és senar, i a 

shz 
Im =O 

z 

si n és parell. 

v) Els punts d'aquest conjunt compresos a l Im z l < 1t/2 són només 
els corresponents als eixos. 

Considerem ara per R fixat el conjunt 

u cr(Bt). 
!; E R-{O} 
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ff/2 

Fig. 6 

Aquest conjunt s'obté aplicant la transformació (x + iy) ~ (x2 + y2 + iRx) 
al conjunt de la figura 6, exceptuant-ne els eixos. El que s'obté per R= 1 és 
representat a la figura 7, i els "forats" de la figura posen èmfasi en l'exclusió 
dels punts de Re z = O. Amb traçat fi hi ha les paràboles a les quals són 
asimptòtiques les diferents corbes. 

Aquest conjunt varia amb R simplement ampliant-se en la direcció ver­
tical. En particular, en el cas R= O el conjunt s'acumula sobre l'eix real. 

Anomenem r.R la clausura de 

u cr(Bt). 
!; ER-{O} 

(o sigui, el de la figura 7 amb els "forats" tapats). 

És important notar que l'ínfim de les parts reals dels punts de I.R no va­
ria amb R. Aquest ínfim serà important tenir-lo fixat ja que demostrarem 
que és precisament c-2• Diguem-ne de moment y. Tenim que 

shz 
y = Inf { l z l 2 l Re = O} 

z 
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Fig. 7 

ja que l'ínfim s'assoleix sobre una corba 

shz 
Re - =O. 

z 

Es tracta doncs de trobar l'ínfim dels valors de la funció x2 + y2 de R 2, sub­
jecta a la restricció (x cos y shx + y sin y chx) / (x2 + y2) = O. Amb el mètode 
del multiplicador de Lagrange s'obté "f = x2 + y2 on x és la solució (única en 
valor absolut) de l'equació x-ctgh x = O, i y la solució de menor valor abso­
lut de y + ctg y = O. S'obté: 

"f-:::- 9.270193297 

6.9. LEMA 

Fixem R E R qualsevol. Donat À. E C es compleix que el conjunt 

{l; E R- {O} l À. E (J (Bt)} 

sempre és finit. 
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Demostració 

Per raons d'analiticitat hom veu immediatament que la intersecció en­
tre els conjunts 

shz shz 
{z E <C l Re - =O} o {z E <C l Im - =O} 

z z 

i el conjunt {z E <C l l z l 2 = Re À.} consisteix sempre en un nombre finit de 
punts. D'aquí se segueix el Lema, d'acord amb el Teorema de 6.7. 

6.10. LEMA 

Sigui À. E C , À. ~ I.R, i siguin l; E R - {O}, <l> E D (Bi). Aleshores 

li (Bi- U) <l> li Li(-1,1)2 ;;3!: dist (À., I.R) li <l> li Li(-t,1)2 

Demostració 

La desigualtat és certa ja que es compleix substituint dist (À., I:.R) per la 
quantitat més gran dist (À., cr (Bi)). Que es compleixi amb aquesta segona 
quantitat és conseqüència del fet que Bi és normal (ve~eu la demostració a 
Kato (1966), p. 277), com hem vist a la proposició 6.6 1ii). 

6.11. TRANSFORMADA DE FouRIER EN LA DIRECCIÓ DE x 

Definim Sx (Q), l'espai de les funcions de decreixement ràpid en la di­
recció de x del canal Q, com el format per les funcions f E C00 (Q) per a les 
quals 

sup sup (1 + x2)N l Dªf (x, y) l < oo, pertot N E N U {O} 
a E {O, t, ... , N}2 (x, y) E Q 

La transformada de Fourier en la direcció de x de f E Sx (Q) és la funció 
t donada també sobre Q per la fórmula 

1 Joo t(/;, y) = .. FC f(x, y)é!;xdx 
v21t -00 
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6.12. PROPOSICIÓ 

res 
Si f E S" (Q), a= (a1, a2) E (N U {O} )2, i p (x) és un polinomi, alesho-

i) 0 11 f E S" (Q) 

ii) p (x) f E S" (Q) 

( a ) 11
2 iii) (Dªf) A= (iç,tt ay t(ç,, y) 

v) t E S" (Q) 

vi) f(x,y)= .. ~J00 t(ç,,y)ei9'dç, 
v2n -00 

vii) J: 00 f (x, y) g (x, y) dx = J: 00 t (ç,, y) g A (ç,, y) dç,, 'v' y E (-1, 1), 

si g E S" (Q) 

viii) f ~ t és una bijecció de Sx (Q) en ell mateix. 

Demostració 

Aquests resultats es proven de manera similar que per a la transformada 
de Fourier habitual (vegeu, p. ex., Rudin (1973), cap. 7). De fet i), ii) són 
immediats, vi), vii) valen, ja que per cada y, f (x, y) és una funció de decrei­
xement ràpid de R i t (x, y) la seva transformada de Fourier habitual a R. v) 
se segueix de iii) i iv), els quals es demostren derivant sota el signe d'integral. 
Usant iii), iv) i vi) es demostra viii). 

6.13. TEOREMA (DE PLANCHEREL) 

La transformada de Fourier en la direcció de x s'estén de manera única a 
una isometria de L2 (Q) en ell mateix ( que indicarem també f ~ t). 
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Demostració 

És conseqüència del fet que Sx (Q) C L2 (Q) densament, i de 1a Propo­
sició anterior. 

6.14. PROPOSICIÓ (IMATGE DELS ESPAIS DE SoBOLEV) 

f E H 1 (Q)<=> 'v' (a1, a2) E (N u {O} )2 amb a1 +Ui=$; s es compleix qud és 
derivable a L2 a2 vegades respecte a y i que 

( a ) ª1 l ç, l ª1 - Í (ç,, y) E L2 (Q). . ay 

A més es compleix que 

( a ) ª2 [ ( a ) ª1 ( a ) ª2 ] (il;.tl ay t= ay ay f A• 

(Indicarem amb f¡s (Q) l'espai de les transformades de Fourier de les fun­
cions de H 5 (Q}). 

Demostració 

Com que Q té la propietat del segment (vegeu Adams (1975), p. 54), 
H 1 (Q) és la clausura en la norma de H• de les restriccions a Q de les funcions 
de Co ( R 2). Com que aquestes restriccions estan a Sx (Q) i Sx (Q) e Hs (Q), 
tenim que H 5 (Q) és la clausura de Sx (Q). L'enunciat se segueix aleshores de 
les propietats de Sx (Q) donades a 6.12. 

6.15. 

Donada f de Q en C , indicarem amb f !;. (y) la funció de (-1, 1) en C de­
finida per 

fi;, (y) = f (ç,, y). 

D'acord amb el Teorema de Fubini, si f E L2 (Q) aleshores 

f1¡, E L2 (-1,1) p.p. ç, E R. 
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Usant també el Teorema de Fubini i altres resultats ben coneguts de teoria 
de la integració hom obté el següent 

Lema 

Siguin f, f0 E L2 (Q), n E N, de manera que f0 ➔fa L2 (Q). Aleshores 
p.p. ç E R (f0 )1;,, fi;, E L2 (-1, 1) i (f0 )1;, ➔ fi;, a L2 (-1, 1). 

6.16. PROPOSICIÓ 

Si f E H 5 (Q), aleshores p.p. !; E R, íi;. E H 5 (-1,1) i, amb O =e. r =e. s, 

Demostració 

Ho veurem per s = 1. El cas feneral segueix per iteració. Com hem dit a 
la demostració de 6.14, si f E H (Q) existeix una successió f0 E Sx (Q) tal 
que 

a a t ➔ t i -· - t ➔ -f a L2 (Q). 
º ay º ay 

Aplicant el Lema anterior tenim que 

són a L2 (-1, 1) i que 

-t ➔ -t ( a ) ( a ) 
ay º i;. ay i;. 

a L 2 (-1, 1). 

Però com que f0 E Sx (Q) tenim que 
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Per tant 

a L2 (-1,1). O sigui que 

? l • d ? 
r1; E H (-1,1) 1 d y r1; = 

6.17. 

Teorema 

Si&uinJ1; (-1, 1), H1; (-1! l) i G1; (-1, 1) els espais definits a 6.2, a 6.5 i a 6.3 
respectivament. Es compleix · 

i) Si u E j (Q), aleshores íi1; E j!; (-1, l) p.p. l; E R 

ii) Si u E H (Q), aleshores íi1; (-1,1) p.p. l; E R 

iii) Si u E G (Q), aleshores u1; E G1; (-1,1) p.p. l; E R. 

(Com que les afirmacions són p. p. l; no hi fa res que amb l; = O els es­
pais no estiguin definits). 

Demostració 

Part i). Per la definició de j (Q) existeix una successió <j>(n) E J (Q) tal 

que <1>< 0 >-+ u a L2 (Q)2• Per tant <i,{ 0 >-+ íi1 i <i,~0 >-+ u2 a L2 (Q). Pel Lema 

5.15 es compleix que p.p. l; E R (u1)1;, (u2)1; E L2 (-1, 1), i que 

( <i>1°>).¡,-+ (íi1)1; i ( <i>~0 >)1;-+ (u2)1;, 

Però notem que, com que 
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tenim que 

d'on deduïm que 

= -iç ( 4>{0 l)ç, 
ç 

convergeix a - iç (ii1)ç. En conseqüència 

A més, com que les <l·lºl tenen suport compacte, de la fórmula de la 
transformada de Fourier de <l·lº> deduïm que les (<l·lº>); són de Ce (-1, 1), bé 
que les cf>t> no tinguin suport compacte a Q. Per tant tii2)ç és límit en la nor­
ma de H (-1,l)defuncionsde Ce(-l,l).Pertant(ii2)ç EHb(-1,1). 

Pairt ii). S'aplica un raonament similar al de la part i) a una successió 
q,<nl E J (Q) tal que q,Cn)-+ u a H 1 (Q)2. 

Part iii). Veurem en primer lloc que 

en sentit distribucional. Sigui <l> E Ce (Q) : <l> és la transformada de Fourier 
en la direcció de x d'una funció 'l' E Sx (Q) que val zero en un entorn de aQ 
de la forma 

{ (x, y) l 1 - E < l y l < 1 } 

per E> O, com es veu usant la fórmula d'inversió. És fàcil de veure aleshores 
que 

( ª"' ª"' ) y - ,-- EJ(Q). ay ax 
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Per tant tenim que 

és a dir que: 

Així doncs, ~ u 1 = i 4> u2• Però com que i 1; u2 no està necessàriament ay 
a L2 (Q), multipliquem u1 per una funció real de variable real f (1;), escollida 
de manera que f E C00 (R), f (1;) > o v'1;, f (1;) = 11; 1-1 per 11; l ~ t. Ales-

hores tenim q\!e f (!;) u1 E L2 (Q), ~ f (1;) u1 = i 1; f (!;) u2 E L2 (Q), i que 
ay A 

11;1 f(1;)u1 E L2(Q). Aleshores per la Proposició 6.14 tenim que f(1;)u1 E H 1(Q), 
i com a conseqüència de la Proposició 6.16, p.p. l; ER, f(I;) (u1)i;, E H 1 (-1, 1) i 

~ f (1;) (u1)i;, = [i 1; f (1;) 02]1;, = i 1; f (1;) (u2)i;,-
dy 

Com que f(I;) -:l= O '11;, en concloem que p.p.1; E R, (u1)i;,, (u2)i;, E L2 (-1, 1) i 

~ (u1)i;, = (u2)i;,- Però per la caracterització de Gi;, (-1, l) feta a 6.3 això vol 
dy 
dirque((u1)i;,, (u2)i;,) E Gi;,(-1,1). 

6.18. CoROL-LARI 

Si u E L2(Q)2 i u = v + grad p amb v E J (Q) i grad p E G (Q), ales­
hores p.p. l; E R, vi;,= Pi;,(ui;,)-

Demostració . 
Pel Teorema anterior sabem que p.p. 1; E R, vi;, E Ji;, (-1,1), 

(grad p) ~ E Gi;, (-1, 1), ui;, E L2 (-1, 1)2 i ui;,= vi;,+ (grad p) ¡. El corol·lari se 
segueix de la unicitat de la descomposició. 

6.19. TEOREMA 

Sigui BR l'operador de j(Q) definit a 5.2 i Bt els operadors definits a 
6.5. Siguin u E D(BR), f E Ï(Q) i À E C , i suposem que BR u - 'A.u = f. 
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Aleshores, p.p. çE R 

f1; = (B~ - H) ui; 

Demostració 

(1) 

Recordem que D (BR) = H 2 (Q)2 n H (Q). PelTeorema6.19ilaPropo­
sició 6.16, tenim que p.p. ç E R(; E l, (-1, l) i u~ E D (Bt) = H 2 (-1, 1)2n 
n Hi; (-1, l). Per tant l'expressió (l) té sentit. 

Sigui g E L2 (Q)2 definida per g= - ~u + R ~ u - Àu. Es compleix 
òx 

que f = P(g) i que 

g=- ~ u(ç,y)+(ç2 +iRç-À)u(ç,y). 
òy2 

Pel corol·lari 6.18 tenim que p. p. ç E R 

f1; = P¡;(~) = Pi; (- ~ui;)+ (ç2 + iRç-À)ui; = (Bt-H)ui; 
òy2 

(excloent-ne potser, a més, el valor ç = O). 

6.20. TEOREMA 

L'operador BR de j (Q) no té valors propis ni espectre residual. El seu 
espectre és purament continu i consisteix en el conjunt I:R, definit a 6. 8 com 
la clausura de U cr(B\). 

!;ER-{O} 

Demostració 

BR és un operador tancat de j (Q), densament definit. Aleshores tenim 
les següents possibilitats, mútualment excloents i totals, per À E C : 

i) BR - ÀI no és injectiu. 

ii) BR - À.I és injectiu i la clau~ura del seu rang no és tot j (Q). 

iii) BR -H és injectiu i el seu rang és dens aj (Q), pero no és totj (Q). 

iv) BR - H és invertible amb continuïtat. 

(El Teorema de la Gràfica Tancada és el que ens assegura que si no es com­
pleixen i), ii) o iii), necessàriament es compleix iv). 
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Vegem que el cas i) no es dóna mai (espectre puntual). 
Si BR u = À.u per u E D (BR), u i= o, aleshores p. p. ç, E R, Btu~ = À.u~, i 

ui; i= O per ç, E A C R amb mesura de A diferent de zero. Aleshores tindríem 
que V ç, E A, À. E cr (BV, i això és impossible si la mesura de A és diferent 
de zero pel Lema 6.9. 

El cas ii) tam~é es impossible: efectivament, si la clausura del rang de 
BR - À.I no és tot J (Q), aleshores necessàriam~nt tindria nucli l'adjunt de 
l'operador BR - À.I, que pel Lema 5.5 és B_R -À.I. Però per a ell val el que ja 
hem dit, i no pot tenir nucli. 

Per tant estem en la dicotomia iii) o iv). En qualsevol dels dos casos 
(BR -Ut1 està definit de Rg (BR -À.I) en j (Q) ( densament definit, per tant) i 
és tancat com a operador de j (Q) en j (Q). Com que un operador tancat i 
amb domini dens si és continu ha de tenir com a domini tot l'espai, una ma­
nera de distingir si estem en el cas iii) o en el iv) és la següent: 

En el cas iv) ha d'existir una constant K > O tal que 

11 (BR -À.I) u IIL,(Q)2 :::!= K 11 u IIL,(Q)2 V u E D(BR), 

en canvi, en el cas iii) ha d'existir una succes!¡iÓ un E D (BR) amb 11 un IIL,(Ql = l 
tal que 

Vegem que si À. E CC -l:R estem en el cas iv), o sigui À. E p (BR). Pren­
guem K = dist (À., l:R), sigui u E D (BR) i diguem f = BR u - À.u. Com a con­
seqüència del Teorema 6.19, tenim 

Apliquem ara el Lema 6.10. Tenim: 

11 f~ IIL(-1,1)2 :::!= K2 l\ u~ IIL-1.1)2 p. p. 1; E R. 

Integrant ara aquesta desigualtat respecte a 1;, usant el Teorema de 
Fubini i usant que la transformada de Fourier en la direcció de x és una iso­
metria, en concloem que 

11 f 11LQ>2 :::!= K2 II u llt(Q)2 

que demostra que À. E p (BR). 

Finalment veurem que si À. E U cr B~), aleshores estem en el cas 
~E R-{ O} " 

iii). Amb això haurem acabat, ja que l'espectre és un conjunt tancat i per tant 
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tots els punts de l:R hauran d'estar a l'espectre de BR (necessàriament a l'es­
pectre continu, ja que de puntual o residual no n'hi ha). 

Per a demostrar-ho usarem el Lema següent, que demostrarem més 
avall. 

Lema 

Donat A E cr (B~), amb T} -::/:- O, 3 u E D (BR) tal que 

1) u (ç, y) = o per l ç - T} l :::!! l T} 112. 

2) ç ~ ii1;, (yJ_ és una aplicació contínua de R en H2 (-1, 1)2 tal que 
ii1;, E D (Bi;,) 'v ç-::/:- O. 

3) 'v <t, E C0 (R) es compleix que <t, (l;) u (l;, y) E [D (BR)r. 

4) B~ uri = Auri amb uri -#- O. 

Suposant-lo demostrat, prenguem la u E D (BR) que ens dóna i diguem 
f1 (l;) = 11 ui;, (y) IIL,(-t,i>2· Sabem que f1 és contínua i que f1 (Tt) -::/:- O. Diguem 

f2 (l;)= 11 (Bt-U) u1;, liL.c-i,1)2. Sabem que f2 és contínua per 1), per 2) i pel 
Corol·lari de 6.5. Sabem també que f2 (Tt)-::/:- O. 

Prenguem <t> E Co (R) amb <t> (Tt)-#- O i definim v (ç, y) = <t> (l;) u (l;, y). 
D'acord amb la propietat 3) vés la transformada de Fourier en la direcció de 
x d'un camp v E D (BR)- Tenim que 

11 V lltcQ)2 = f_00 00 l <l> (l;) 12 f¡ (1;)2 dl; 

11 (BR - Al) V 11t(Q)2 = f_00 00 l <l> (l;) 12 f2 (1;)2 dl; 

Com que v-#- O, ja que <l> (Tt)-::/:- O, podem prendre el quocient 

11 (BR -Al) V 11t(Q)2 f_00 001 <l> (ç) 12 f2 (1;)2 dç 
------- = --------

11 v lltcQ>2 f: 00 l <l> (ç) 12 f1 (1;)2 dl; 

i és obvi que aquest quocient pot ésser tan petit com vulguem, sense fer 
v = O, car f1 i f són contínues i fi (Tt) = O, f1 (Tt) -#- O: n'hi ha prou amb pren­
dre~! suport de <l> prou a prop de T). Això ens permet de construir una suc­
cess10 un E D (BR) amb 11 un liL,(Q)2 = 1 tal que 

J~ 11 (BR)-A.I) u lll,(Q)2 = o 

que ens prova que A està en el cas iii). 
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6. 21. DEMOSTRACIÓ DEL LEMA 

Donat À. E cr (B~), amb r¡ =l= O, sigui (a, b) E D (B~), (a, b) =l= (0,0), tal 
que B~ (a, b) = À. (a, b). Com que r¡ =l= O podem definir 

u(ç,y)= (f(ç)a(y), ..i f(ç)b(y)) 
r¡ 

amb f e C00 0 (R), f(r¡) =1= o i f (ç) = o per l ç-r¡ l ~ 11 ri l /2. 
És clar que es compleixen 1 ), 2) i 4) per construcció. Per a veure 3) veu­

rem que u E [D (BR)] A i el mateix raonament valdrà per a <l> (ç) u (ç, y) con-
siderant cl> (ç) f (ç) en lloc de f (ç). -

Sabem que [D (BR)] A = fl2 (Q)2 n H (Q). És clar que u E fl2 (Q)2 per 

l P · · , 6 14 · b ª62 · i: A o L', · a ropos1c10 . , 1 tam e que -- + 1 .., u1 = . umc que ens resta ay 
veure és que u1, u2 E H~ (Q). Vegem-ho per u 1, i per u2 es veu igual. 

Sabem que (a, b) E H~ (-1, 1)2• Per tant a E H~ (-1, 1) i existeix una suc­
cessió a0 (y) E e; (-1, 1) tal que convergeix a a (y) en la norma de H 1 (-1, 1). 
Aleshores f (ç) a0 (y) és una successió de funcions de e; (Q) (i per tant de 
H~ (Qkcom es veu fàcilment) que convergeixen a u1 (ç, y) = f (ç) a (y) en la 
norma H 1 (Q): 

11 f (ç) a (y) - f (ç) a0 (y) 112 fil(Q) = 11 f (ç) (a' (y)- a' 0 (y)) llt (Q)+ 

+ 11 (1 + Ç2) f (ç) (a (y)- ªº (y)) 11 tcQ> = 11 f (ç) lltcR> 11 a' (y)-a~ (y) ll~,c-1,1) + 

+ 11 c1 + ç2) f (ç) llt c11.> 11 a <r)-ªº <r) llt c-1.1> 

i això tendeix a zero, ja que f (ç) té suport compacte. 

6.22. TEOREMA 

Sigui O = Q - S. Aleshores 

c-2 = u EI~ (O) 11 u ll~cnJ 
u'Fo 11 u IILcn> 

no depèn de S (afitat) i c-2 = y, on y és la constant obtinguda a 6.8. 
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Demostració 

Vegem primer que l'ínfim és el mateix si posem Q que si posem Q. Di­
guem-ne en un cas Yn i en l'altre YQ· Com que J (n) és dens a H (n) i el fun­
cional del qual busquem l'ínfim és continu a H (n), n'hi ha prou amb trobar 
l'ínfim per u eJ (n). Com que J (n) e J (Q), és clarqueyQ ~ y0 . Però tam­
bé és cert que Yn ~ Y9. ja que també a Q n'hi ha prou amb minimitzar so­
bre J (Q) i donat u J (Q), podem considerar el traslladat de u, v (x, y) = 
= u (x + a, y) per a R i com que u té suport compacte, per a prou gran 
a e J (n), i és evident que el funcional pren el mateix valor sobre v que so­
bre u. 

Per això n'hi ha prou calculant l'ínfim a Q. 
Com que H 2 (Q)2 n H (Q) és dens a H (Q), n'hi ha prou amb trobar 

l'ínfim per u E H 2 (Q)2 n H (Q), 9.ue és el domini de l'operador de Stokes 
A. Per u E D (A) es compleix que 11 u ll~cnl = (Au, u)L cn>2, i per tant el que 
volem calcular és l'ínfim del rang numèric de A. Però com que A és autoad­
junt i afitat inferiorment l'ínfim del seu rang numèric coincideix amb l'ínfim 
del seu espectre (KATo (1966), p. 278). I l'ínfim de l'espectre de A és l'ínfim 
de I.0, que a 6.8 hem calculat i n'hem dit y. Hem vist que y = 9.270193297. 

6.23. LEMA 

Mirem-nos l'espai D (A) = H 2 (Q)2 n H (Q) com a subespai tancat de 
H 2 (Q)2 i considerem el subespai auxiliar 

Fx={uED(A)I 3nE N talque u(x,y)=Opp(x,y)silxl>n}. 

Afirmem que Fx és dens a D (A). 

Demostració 

Sigui u E D (A). Tenim que les components de u són uniformement 
contínues a Q (ADAMS (1975), p. 98) (de fet, uniformement Holder contí­
nues) i podem definir directament la funció de corrent 

r<x, y) 
'l' (x, y) = Jco, -t) -u2 dx + u1 dy 

Pel mateix raonament que al Lema 2.2, 'l' (x, y) = O si l y l = 1. De la de­
sigualtat de Poincaré deduïm que 'l' E L2 (Q) i per tant 'l' E H 3 (Q). Siguin 
ara f0 (x) funcions de C00 (R) com les del Lema 2.2 i considerem 'l'o (x, y) = 
f0 (x) 'l' (x, y). Definim 



ALGUNS CÀLCULS SOBRE L 'ESPECTRE 95 

u(n) (x, y) = ( a'lfn , - a'lfn ) = (fn (x) u1 (x, y), fn (x) Uz (x, y)-f~ (x) 'lf (x, y)) 
ay ax 

Tenim que u<n) E Fx i que u<n) tendeix a u en la norma de H 2 (Q)2, 
com demostra una computació immediata. 

6.24. TEOllE.MA 

Sigui Au l'operador "complet" definit a 4.11 per a un cert ~mbre de 
Reynolds R i una certa solució estacionària de la forma (R, O) - li + u per 
u E H 2 (0)2 n H (0). Afirmem que l:R C O"E (Au). 

(Noteu que el que diem és cert a O= Q-S i no només en el cas sense 
obstacle). 

Demostració 

Notem que és suficient demostrar que l:R C cr (Au), ja que els punts l:R 
no són aïllats i necessàriament estaran a l'espectre essencial. 

Considerem l'operador d'Oseen BR aJ (Q), i sigui À. E l:R. Com que À. 
és de l'espectre continu de BR, necessàriament 

Inf 

u E D (Ba) 11 BR u-À.u IIL,(Q)2 = O 
11 u IIL,<Qr = 1 

i com que BR - À.I és un operador continu de H 2 (Q)2 n H (Q) en J (Q), pel 
Lema anterior existeix una successió v n E F x tal que 

(1) 

Donat cadascun d'aquests vn considerem~ (x, y) = vn (x + a, y) per 
a E R. Per tot a E R,~ també compleix (1). 

D'altra banda, sigui P la ¡roiecció ortogonal de L (Q)2 en J (Q) i P' la 
projecció ortogonal de L2 (O) enj(O). Siguin r: L2 (Q/~ Li (0)2 larestric­
ció natural i e: L 2 ('1)2 ._ L 2 (Q)2 l'extensió per zero fora de '1. Com que 
O C Q és fàcil veure que P' = P'. r. P. e, ja que r (G (Q)) C G (0). 

Diguem ~ = r (~). Si l a l és prou gran tenim que 

~ e H 2 (0)2 n H (O) = D (Au). 
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També que e (w:) = V:, i que la mateixa propietat la compleixen les deriva­
des de W: i les de V:- Tenim: 

+ P' ( < - R b + u, v' > W: + < w:, v' > (- R b + u ) ) 

11 P' (-A W:+ R _!._W:-ï..w:) IIL,cn¡2 = ll(P'.r.P.e)(-A W:+ ax 

+ R _!._W:-ï.. w:) IIL,(n¡2~ 11 P(-AV: + R _!._V:-ï..v:IIL,(Ql2 < .!._ ax ax n 

D'altra banda,_ji l a l és prou gran, <-b, v' >W:+< W:, v' > (-b) = O, 
ja que el suport de b és compacte. 

Suposemqueelsuportdevn és a [-K, K]. Aleshoreselsuportde-V:iel 
de W: estan a l0 = [-K-a, K-a]. Tenim 

11 P' (<u, v' >W:+< W:, v' > u IIL,cn¡2 ~ 

~ 11 < U, y' >W:+< W:, y' > U IIL,(I.x (-1,1))2 ~ 

~ 211 u IIL,c1.xc-1,1¡>2 II v'V: IIL,<n>4 + 2 v'u IIL,<I.• c-1,1»4 II V: IIL.cn>2· 

Notem que aquesta exeressió tendeix a zero si l a l tendeix a infinit, ja 
que II V: IIL cn¡2 i 11 v'v: IIL cn¡4 no depenen de a, i 11 u IIL (I.X c-1,1¡¡2 i 
11 v'u IIL.JI_.~c'c-1 1))4 tendeixen a zero ja que u E H2 (!l) i en cÓnseqüència 
u e L4 (!l)' i '1 u E L4 (0)4. Prenguem l a l prou gran per tal que aquesta ex­
pressió sigui menor que 1/n. 

Finalment, doncs, per cada n existeix un a tal que 

W: E D (Au), 11 W: IIL,cn¡2 = l l 

2 
11 Au W:-ï..W: IIL cn>2 < -, n 

de manera que necessàriament À E CJ (~). 
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