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1. INTRODUCCIO

1.1. ELPROBLEMA

Enaquest treball estudiarem els moviments que es produexen al si d’un
fluid incompressible, homogeni i viscés que ocupa I’espai comprés entre
dues plaques planes infinites i paral-leles, quan un obstacle rigid submergit,

ue té la forma d’un cilindre infinit de secci6 arbitraria i generatrius pa-
r:ﬂ leles a les plaques, es mou amb velocitat constant, paral-lelaa les plaques
1 ortogonal a les generatrius. La situacid és esquematitzada a la fig.

Y
X
z

Fig. 1

osarem que el fluid estava “inicialment en repds”, i per a nosaltres
aixo vor dra dir que a distancies grans de I’obstacle la velocitat de les particu-
les del fluid haura d’ésser petita.

Suposarem, com indica la fig. 1, que la velocitat de 'obstacle esta diri-
gida segons I’eix de les X. En tot el treball suposarem que la velocitat de les
particules del fluid en tot punt no té component en la direccié de I’eix Z, i
igualment que les altres components de la velocitat i la pressié sén indepen-
dents de la coordenada Z. D’aquesta manera el nostre és un problema pla.
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Per a cada problema podem escollir les unitats de longitud de manera
que la distancia entre les plaques sigui 2, les unitats de massa que fachm que la
densitat (constant) del fluid sigui 11 les unitats de temps per a fer valer 1 la
viscositat cinemitica. Si en el sistema de mesures inicial la distincia entre les
plaques era 2d, la viscositat cinematica v i la component en X de la velocitat
era—V, en el nou sistema de mesures la velocitat de |’obstacle sera—Vd/v = -R,
on R és I’habitual nombre de Reynolds, que en el nostre cas pot ésser posi-
tiu, negatiu o zero segons sigui la velocitat V.

Treballarem en un sistema de coordenades lligat a I’obstacle, i per tant
inercial. Expressat en aquest sistema de coordenades el camp de velocitats
de les particules del fluid ha d’anul-lar-se a la frontera de I’ %stacle ihade
tendir a valer el vector (R, 0) a I'infinit 1 a les parets del canal. Vista aixi, la
situacié és la d’un obstacle submergit en un corrent homogeni situat entre
dues plaques que es mouen a la mateixa velocitat que el corrent.

Admetrem també la preséncia de forces de cos que actuin sobre les par-
ticules de fluid, perd demanant que expressades en el sistema de coordena-
des lligat al cos no depenguin del temps.

Stanomenem V (x, y, t) la velocitat a 'instant de temps t de la particula
que ocupa la posicié (x, y), s’han de complir les equacions de Navier-Sto-
kes:

0
a—V+<V,V>V=—gradp+AV+f ¢))
t
on <V, V > simbolitza ’operador diferencial segiient, que actua compo-
nent a component:
0 0 0 0
<V, V>= <(V1,V2),( )> V,— +V,—
ax 3y y "9x ay

1p és la pressié. Igualment s’ha de complir la condicié d’incompressibilitat

divV =0 @)
iles condicions de frontera:
= (0,0) a les parets de ’obstacle 3)
= (R, 0) a les parets del canal
V(x, y)—=>(R,0) si |x| > x

El problema de valor inicial consistiri a trobar V (x, y, t) satisfent (1),
(2) 1 (3) 1a més la condicié inicial V (x, y, 0) = V. Les solucions estacioni-
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ries seran aquelles que compleixin (1), (2)1(3) 1 a més

0
—V=0.
ot

Considerarem també les equacions de Stokes, que sén una linealitzaci6
de les de Navier-Stokes, suposades prou bones quan |R| és petit:

-AV +gradp=f (4)

que s’han de complir juntament amb (2) i (3).

1.2. PARODOXA DE STOKES

El problema que estudiem té un aspecte similar al problema del flux al
voltant d’un obstacle cilindric en un medi infinit en totes direccions. Aquest
segon problema ha estat molt estudiat, pero des del punt de vista matematic
ha resultat sempre dificil d’atacar, almenys en comparaci6 al problema cor-
responent per a un obstacle afitat a R>.

La primera dificultat fou la famosa Paradoxa de Stokes. Aquest resultat
sorprenent diu que no hihasolucié per al problema de Stokes (equacions (4)
1(2) de l'apartat anterior amb les condicions de frontera escaients peraun
medi infinit)ambf=0 i R #* 0. En canvj, aquest problema si que té solucid
per al flux al voltant d’un obstacle afitat a R°. (Per a formulacions més pre-
cises 1 la demostraci6 dels resultats, vegeu Chang i Finn (1961).)

De manera similar, per al problema estacionari en un medi infinit no ha
estat demostrada fins ara I’existencia de solucions per a qualsevol valor de R.
El resultat més general en aquesta direccio és el cf) Finn i Smith (1967) que
assegura I’existéncia de solucions estacioniries, perd només pera |R| prou
petit. Aquest resultat complementa i millora el resultat classic de Leray
(1933) que prova I’existencia de solucions estacionaries per a qualsevol valor
de R amb integral de Dirichlet finita, perd de les quals fins ara no s’ha pogut
demostrar que compleixin les condicions a P’infinit.

A part del problema estacionari, les experiéncies de laboratori posen de
manifest ’existéncia d’una solucié estacionaria estable per al flux al voltant
d’un obstacle cilindric si R és prou petit, 1 que quan R creix aquesta solucié
esdevé inestable i apareix una solucié estabcie periddica en el temps caracte-
ritzada qualitativament per l’oscillacié6 d’una estela darrera Iobstacle
(Marsden 1 MacCracken (1976), p. 14).

Aquest fenomen “d’intercanvi d’estabilitats” entre una solucid estacio-
naria i una de periddica correspon a una previsible bifurcacié de Hopf, fe-
nomen molt estudiat els darrers anys (Iooss (1972), Joseph i Sattinger
(1972), Judovich (1971)). Amb tot, per a dominis no afitats, la preséncia
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d’una part continua de ’espectre dels operadors que apareixen en el proble-
ma posa en qilestio si els resultats coneguts fins ara per a la bifurcacié de
Hopf poden aplicar-s’hi directament.

1.3. DEFINICIONS I NOTACIO

Sigui Q = {(x,y) € R?| |y| <1}, elcanal, isigui$S ('obstacle) la
clausura d’un obert de R? afitat, amb frontera de classe C2, talque S C Q.
Definim Q = Q - S, i admetem la possibilitat que S = @.

Considerarem els espais de Sobolev sobre L, (Q), H(Q), per s enter,
s =0, 1també els espais H§ (Q), constituits per la clausuraa H(Q) de les fun-
cions infinitament diferenciables a Q i amb suport compacte continguta Q,
C35 (Q). Els espais H (Q) per s enter i's= 0 es defineixen com el dual
topologlc de H§ (Q). Tots ells s6n espais de Hilbert (vegeu Adams (1975) ).

Escriurem ( )g per al producte escalar d’un espau de Hilbert E. El pro-
ducte escalar de dos vectors x iy de R” P'escriurem xT ¥» bé que usarem (x)?
en llocdex"x. El signe <,>, amés d’usar-se en ’expressi6 simbolica <V, V>,
el reservarem per al producte intern d’una parella d’espais en dualitat:
aixi, si p és una distribucié a Qi ¢ una funci6é de prova (¢ € D(Q) (€ D
(Q), p € D’ (Q)), escriurem < p, ¢ > per a indicar el valorde pa ¢.

Com habitualment, usarem a L, ()", per 1 <p<w, la norma
ek - s B B n = B @ + @+ - + [l L@
1 també
s o B [ Lpim =
max { ||, [ p 2l lia@s - [l Lo}

Tindran importincia especial els espais seglients:

JO)={¢ € C3 () |divp=0}

§(Q) = clausuraa L, (Q)? de J (Q)

H (Q) = clausura a H} (Q)2 de ] (Q)

H (@) ={¢ € H(Q} [divd =0}

resultat ben conegut (Ladyzhenskaya (1969), p. 27) que lorto-
gonal de Y(Q) dins L, (Q)? és I’espai G (Q) format pels camps ¢ € L, (Q)?
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tals que existeix una distribucié p sobre Q tal que ¢ = grad p. Facilment es

euquep € L, (Q), Denotarem P la projecci6 ortogonal de L, (Q)? en
Y Q). Els elements de ? (€2) s6n camps de divergéncia ( istribucional) zero
que sén paral ‘lels 2 9 Q en cert sentit (Temam (1977), p. 9). Els elements de
H (Q) s6n camps de divergéncia zero que s’anullen a 0 Q en el sentit de les
traces. Demostrarem que H! | (Q) = H (Q).

Per al plantejament de fes equacions de Navier-Stokes i de Stokes en
termes de solucions en espais de Sobolev usarem un camp de vectors auxiliar
ade C*(Q)?talquediva =0italquea = ©, O)enunentorndedS, i3 =
(1, 0) fora d’un compacte K C Q. Un camp @ concret amb aquestes propie-
tats pot construir-se de la manera segiient:

Sigui p (x, y) una funcié de C* (Q) que valgui 1 en un entornde 38 S1i
zero fora d’un compacte K, K C Q. Definim

. ) d
a(x,y)= (5}7 [y(l-p(x,y))],——a;[y(l-p(x,y))] ) .

Aleshores, busquem les solucions de (1) o (4) d’1.1 de la forma
V(x,y,t)=u(x,y,t) + Rad. Comque V hade complir les condicions (2) i
(3) d’1.1, tenim que u ha de complir

divu=0
u={(0,0)ad$s
u=(0,0a0Q

u(x,y) = (0,0) si |x| > o
uestes condicions es resumeixen en la condicié tinicau € H (Q).
No inclou la condicié u (x, y) — (0,0) si |x| — o perosi les altres
tres. El comportamentde la solucié al’infinit haura d’ésser estudiat a poste-
riori.
En aquests termes, les equacions de Navier-Stokes queden

) N R
a—u+<Ra,V>u+<u,V>Ra+<u,V>u=
t

=-gradp+ Au+f+RAT-R*<Q, V>3
1 les de Stokes

~Au+gradp=f+RA7T
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1.4, DESIGUALTATS 1 RENORMALITZACIONS

Farem us de la desigualtat segiient (Ladyzhenskaya (1969), p. 8), valida
per a tota funcié f € H} (Q):

Joftdxdy <2 fof2dxdy fo (V)2 dxdy

que per als camps u € H (Q) queda, aplicada a cada component,

[ul lL4(Q)2 <\V2 [{u] |11f§(n)2 [V u] sz(n)4
A part d’aquesta desigualtat, com que Q estd comprés entre dues rectes

paral-leles a distancia 2, tenim la desigualtat, coneguda com de Poincaré, per
f € H} (Q) (vegeu Hardy, Littlewood 1 Pélya (1973), p. 185):

4
Jaf dxdy < — fo(Vf)*dxdy
T
Siu € H}(Q2)? tenim, per tant:

2
”u“LZ(.Q)Zs; [V ul]L,qp (1)

Aixd ens permet de renormalitzar els espais H} (Q)2 , H} . (Q) 1
H (Q) amb el producte escalar equivalent

Vu, VvV V)LZ(Q)4
1 aixi ho farem d’ara endavant.

Perd notem que siu € H () la desigualtat (1) és, en principi, millora-
ble, car no hi hem tingut en comfte que div u = 0. Per aix0, quan ens inte-
ressin afitacions precises usarem la desigualtat

[Tullap < C [|Vulloe per u € H(Q).

On C és definida, naturalment, per

Inf I I Vu I I 12_2(0)4

u# 0 Hullfyap



INTRODUCCIO 15

Sabem que
2
C= -,
n
i al capitol 6 d’aquest treball sera obtingut el valor de C amb tot rigor. En

principi pot pensar-se que C depén de Q. Aix0 no és aixisi Q és de la forma
Q = Q-Samb S afitat i Q d’amplada 2.

1.5. RESUM DE RESULTATS
Capitol 2

En aquest capitol s’estudia el problema de Stokes. El principal resultat
és que I’equaci6 de Stokes

-Au+gradp=f+RA7T (1)

té una solucié dnicau € H (Q) N H2(Q)?perf € L, (Q)%iper qualsevol va-
lor de R. En altres paraules: no hi ha paradoxa de Stokes. A més es prova
que u (x, y) tendeix a zero quan |x | tendeix a  uniformement en y. Obte-
nim també que grad p € G (Q).

El capitol comenga demostrant la igualtat H} ; (Q) = H (Q), que,
d’acord amb les consideracions de Heywood (1976), prova que la solucié
obtinguda és 1nica entre les que tenen integral de Dirichlet finita.

Usant la projeccié P definida a 1.3 'equacié (1) pot escriure’s

~PAu=P{E+RA3).

ComqueP(f + RA Q) € j (), podem mirar-nos 'operador — P A
com un operador dej () definit (densament) a H2 (Q)? N H (). Hom de-
mostra que aquest operador, anomenat operador de Stokes, és autoadjunt i
positiu.

Capitol 3

S’hi estudien les equacions de Navier-Stokes estacioniries. El grincipal
resultat és I'existéncia d’almenys una solucié estacioniriau € H? (Q)’ N
H (Q) per a qualsevol valor de R i pera qualsevol f € L, (Q)%. També és cert
que u tendeix a (0, 0) a I'infinit uniformementen y.

Amb f “prou petita”, hom té un resultat d’unicitatsi | R | és prou petit.
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Capitol 4

En el capitol 4 estudiem el problema de valor inicial per a les equacions
de Navier-Stokes.

En realitat el que fem és aplicar resultats coneguts sobre existéncia 1
unicitat de solucié d’equacions paraboliques semilineals (seguint Iooss
(1973) o Henry (1981)). La caracteristica principal d’aquesta forma de mi-
rar-se les equacions és que les solucions obtingudes sén funcions continues
del temps amb valors en espais de Banach, que defineixen en aquests espais
semi-sistemes dinamics (vegeu Mora (1981)).

Aquesta definicid de solucié del problema de valor inicial és diferent de
la donada, per exemple, a Ladyzhenskaya (1969). Amb tot, usant les desi-
gualtats a priori del llibre de Ladyzhenskaya citat, demostrem la continua-
ci6 per tot temps positiu de les nostres solucions del problema de valor ini-
cial.

El capitol acaba mostrant que ens trobem en les hipotesis per a I’estabi-
litat o inestabilitat de les solucions estacionaries segons la part lineal. També
es déna un criteri d’estabilitat asimptdtica global en mitjana quadratica del
tipus del teorema de Serrin (vegeu Joseph (1976), I, p. 15).

Capitol 5

En aquest capitol hom prova que la part no discreta de I’espectre de la
part lineal en una soluci6 estacioniria es troba confinada a una regié estric-
tament a la dreta de I’eix imaginari, i que fora d’ella tot s6n valors propis ai-
llats de multiplicitat finita.

Aquest resultat implica que els fendmens de bifurcacié que eventual-
ment puguin presentar-se sén essencialment de dimensio finita.

Capitol 6

Per mitja del calcul amb transformades de Fourier en la direccié x
s’obté una part no discreta no buida de I’espectre de la part lineal en qualse-
vol solucié estacioniria. Aixd confirma la utilitat dels resultats del capitol
anterior.

Els calculs efectuats permeten d’obtenir el valor exacte de la constant C
definida a 1.4.

1.6. AGRAIMENTS

Vull fer constar el meu agraiment al Dr. Carles Perell, director
d’aquest treball. El seu entusiasme i el seu bon criteri matematic han estat
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ger a mi un suport fonamental. No puc oblidar tampoc molts altres ajuts re-
uts, especialment de Xavier Mora, Angel Calsina 1 Jaume Soler. Moltes
gracies, a tots.






2. ELPROBLEMA LINEAL

2.1. ELPROBLEMA

En el apartats 2.212.3 ens ocupem de demostrar que H}, () = H(Q).
La possibilitat que aquests espais fossin diferents fou posada de manifest per
Heywood (1976) en certs dominis no afitats. Per definicié és clar que H (Q)
CHj} , (Q). Silainclusié és estricta resulta que existeix una soluci6 diferent
del problema de Stokes a H] , (€2) per cada classe de H] , (Q) / H (Q). La
manca d’unicitat afecta també les equacions de Navier-Stokes completes,
tant en el cas estacionari com en el no estacionari.

El nostre resultat (Teorema 2.3) és un cas particular del Teorema enun-
ciat a Solonnikov (1980), p. 289, sense demostracid. Altres resultats similars
es troben a Ladyzhenskaya i Solonnikov (1976).

2.2. Lema

H(Q)=H;,(Q)

Abans de fer-ne la demostracié advertim que la mateixa demostracié
prova el resultat seguient:

Corol-lari

SiguiZ={(x,y) € Q| |x| <a, |y|] <b} per 0<a,0<b<1,
Z.={(x,y) €Q r |x] < a-¢, |y] < b-g} per €>0.Siguiu €
H} ,(Q) tal que u (x, y) = (0, 0) p.p. (x, y) € Z. Aleshores, per atote >0
amb € < min (a, b) es compleix que u € H (Q-Z,).
Demostracié del lema

Siguiu = (u,, u,) € H}  (Q). Prolonguem u per zero forade Qi tenim
que u € Hy , (R?). Donat € > 0, considerem u® (x, y) = (u, (x, (1 + €) y),
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(1+ ) u, (%, (1 + €)y)). Obviament u* €H} O(Q)Ziames u®(x,y)=(0,0)
si |y > (1 +¢)’. També div u® = 0, i per tant u® € H} , (Q). «

A més, quan € — 0 tenim que
HV v (% y) = Vu (% y) o0 = O

Aixd es comprova ficilment usant el lema que donem més avall. Per a
veure que u € H(Q), n’hi haura prou amb demostrar, doncs, que

ut € H(Q).

Prenguem un nucli de mediacié ©, amb suport de radi h prou petit, per
exemple

h<1 1-(1+¢)!
E(-( 8))’

i considerem la convolucié u®b = @y, * ut. Es compleix que u®h € H} (Q)l

que u®hésun camp declasse C* quevalzeroa(x,y)si |y| >h+ (1 ¥ g)l.
Com que u®" — u® en la norma de H} (Q)? quan h — 0, haurem acabat si
provem queu>" € H(Q).

Siguin, per a 51mp11f1car, (v;» V,) les components de u® ", Com que
div u® " = 0 podem definir univocament la funcié de corrent

(%)
v(x,y)= J‘ ©,1) —v,dx + v, dy.

Notem quey (x,y) =0 si |y| >h+ (1 + ¢)"': efectivament, com que
div u®" = 0, pel teorema de la divergéncia tenim que la integral

(x,1)
J‘ 1) V2 dx

no depén de x. Perd aquesta integral no pot tenir un valor diferent de zero ja
que v, €L, (Q) (usant la desigualtat de Schwarz i el Teorema de Fubini).

Com que y val zero als extrems del canal podem aplicar la desigualtat
de Poincaré 1 tenim que

2
“‘I’“LZ(Q)S ; ”ue’h“Lz(Q)Za

o sigui que y € H?(Q).
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Sigui ara a: [0, 1]— R una funcié de classe C*que valgui 1 en un en-
torn de 0, i 0 en un entorn de 1. Definim

f,x)=0 si |x|>n+1
f(x)=1 si |x|<n
f x)=a(|x|]-n) si ns x| <n+1
pern € N, i considerem y, (x, y) = f, (x) ¥ (x, y). Es facil de veure que

v, — venlanormade H(Q), jaquey L, (Q). Pertant, (dy,/dy, -9y, /0x)
tendeix a (v, v,) en la norma de H (Q), 1 és obvi que (9y,/dy, — dy,/0x)

€ J Q.
Lema

Siguif € L,(R?), f=0p.p. forade Q. Definim f* (x, y) = f (x, (1 + €) y),
per € > 0. Aleshores f* — f en la norma de L, (Q).
Demostracio

El resultat és evident si f és continua amb suport compacte, ja que ales-
hores és uniformement continua. Com que C,(Q) ésdensa L, (Q), el re-
sultat s’estén facilment.
2.3. TEOREMA

H(Q) = Hg,, ().

Demostracio
Recordem que Q = Q - S, 1 que I"inic que hem de veure és que
Hg, (Q) C H(Q).

Podem suposar S + @, jaqueel cas S = @ ja’hem vista 2.2.

PrenemunrectangleZ = {(x,y) € Q| |x| <a, |[y| <b}ambb<1
de manera que S estigui contingut a |’interior de Z, i prenem tres corbes tan-
cades e, e,, e, contingudes a Q, de classe C2, que envoltin Z i que s’envoltin
’'una a I’altra com indica la fig. 2 (per exemple, tres ellipses).
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Diem A = exterior de Z, B = puntsentree, ie;, C = puntsentre e, 19S.
A,BiCsénoberts,12=A uB UC.

Fig. 2

Donatu € Hj 4 (), construim ara un camp de divergéncia zero
1
ug € Ho, (B)

tal que la seva restricci6 a e, coincideixi amb la restriccié de u (ambdues en-
teses en el sentit de les traces). Aixd pot fer-se, per exemple, construint-lo
primer entre e, i e, amb el metode de Ladyzhenskaya (1969), p. 24, ja que

& uTHdS = IaSuTHdS = 0,

P . —, . . . .
en ésser div u = O (n és lanormal exterior), i prolongant després entree, i e,
amb el mateix sistema.

Fixem-nos doncs que u—ug val zero a e, (en el sentit de les traces) 1 que
per tant u—ug = u, + Ug, on u, és la restriccié de u —ug a’exterior dee,, i
uclarestricci6 a'interior. Tenim que (a fortiori)u, € Hj ,(A), itambé que
ug € Hj (B)iuc € Hy 4(C). Com que BiC s6n conjunts afitats amb fron-
tera de classe C2, tenim que H}  (B) = H(B)iHj , (C) = H(C) (Heywood
(1976), p. 81)ipertantug € H(Q), uc € H (). D’altra banda pel corol-lari
de2.2u, € H(Q-2),iprenent € prou petit C—Z_ C Q. Per tant, també
u, EH(Q)iu=u, +uz+uc € H(Q).
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2.4. EL PROBLEMA DE STOKES

En els apartats que segueixen demostrarem que el problema de Stokes
té una solucié tinicau € H?(Q)? N H (). L’existéncia 1 la unicitat de la so-
lucié seran conseqiiéncia del Teorema de Riesz. El que porta més problemes
és laregularitat de la solucié. Concretament, es necessiten resultats de regu-
laritat fins a la frontera per a les derivades segones de les components de u,
del tipus dels d’Agmon, Douglis i Niremberg (1964), amb la dificultat que
la frontera de Q té components no afitades. Com es veura, com que les com-
ponents no afitades de 0Q son rectes, el problema es redueix al cas afitat.

Les proposicions 2.5 1 2.6 que segueixen s6n tretes del llibre Temam
(1977), pp. 14115, i les donem sense demostracié. La primera és en realitat
una part d’un resultat important de de Rham (1960).

La proposicié 2.7 també és treta de Temam (1977), p. 33, on té una for-
ma més general. La demostracié estd basada en el treball citat d’Agmon,
Douglis 1 Niremberg, i de fet es tracta del resultat a R? equivalent al de Cat-
tabriga (1961) a R>.

2.5. Prorosicio
Sigui Qunobertde R™if = (f}, f,, ..., f,)amb f,e D (Q)i=1,2,.

Una condicié necessaria 1 suficient perque existeixi p € D’ (Q) tal que
f = grad p és que

) <f,$,>=0
1=1

per atota (¢y, &y ..., D) € J(Q).

2.6. Prorosicio

Sigui Q un obert afitat de Lipschitz de R". Siuna distribuciég té totes
les seves derivades primeres D;p, 1= 1,2, ..., naH™" (Q), aleshores

p €L, ()

lpll LayR< C(Q) || grad p|| -1y

onlanormadepal,(Q)/R voldirlanormadelaprojeccié dep en el subes-
pai de L, (Q) ortogonal a les constants.
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2.7. Proposicio
Sigui Q un obert afitat de classe C2. Suposem que
u €HL@QP,p €L, (@)
1 es compleix la igualtat - Au + grad p = f a Q (en sentit distribucional) i a

mésdivu=g.Sif € L,(Q)’ig € H!(Q), aleshoresu € H2(Q),p € H'(QQ)
1 es compleix

[[ul] |2y + ”P”Hl(n)/:llsC(||f||L2(n)2+ Hg”HI(n))

per a una constant C > 0 independent de {, g, ui p.

2.8. Prorosicio

Sigui Q = Q - S. Suposem que per a un certu € H (Q) 1 una certa

f eL, Q)
es compleix la igualtat
(Vu, Vo), = (f, )y Vée J ().
Aleshores, u € H2 (Q)?1
||“||L2(n)2 <K ||f]] Ly(@)2
per a una certa constant K > 0 independent de f i de u. I a més existeix
P €L, (Q amb gradp €L, ()

tal que |

-Au+gradp=f1

Demostracié

Com que tots dos membres de la igualtat (Vu, V), qu = (f, $)4qy2
sén continus en ¢ € J (€2) amb la norma de H (Q), la igualtat s’estén per
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continuitat atot ¢ € H (Q). En escriure-la per ¢ = u obtenim:

HUHH(ﬂ)S HfHLz(ﬂ)Z (1)

Considerem ara la distribucié (de dues components) Au + f. Per defi-
nici6, si ¢ € J(Q) <Au+f, ¢ > = (u, Ad) 2 + (£ )L 2 icom que

u € H' (Q)2
tenim que
<Au+f,¢>=-(Vy, Vé)L,ae + (f, P2 =0 Vel
Per la proposicié 2.5 existeix doncs una distribucié p a Q tal que
Au + f = grad p,

en sentit distribucional.

El raonament que segueix és valid en tot conjunt €’ de la forma

Q@,b)={(x,y) €Q]|a-1<x<b+1} pera<hb,

sempre que es compleixi la condicié que

{(x,y) € R?| |y]<l,a-1<x<a,0bsxsb+1}CQ,
és a dir, sempre que S en cas d’estar totalment o parcialment inclds a “dins”
de Q’ estigui prou allunyat dels extrems de Q’. Aquest raonament serd em-
prat més endavant per a certs valors de aide b.

Sigui @ la restriccio de ua Q’. @ € H' ((’). Recordem que H™' (’) es
defineix com el dual topologic de Hj (€°) 1 que la norma d’un element de

H! () és la norma del funcional lineal continu que defineix sobre H} (Q°).
D’aixo deduim que

“AﬁHH—l(ﬂ)Z\ HUHHl(ﬂ)Z
També, si f és la restriccié de f a ©’ es dedueix ficilment que
HﬂlH—l(n)Z\ HfHLz(Q)Z

Prenem la restriccié de p com a distribucié de D’ (), que en direm p.
Es compleix que

Ad+f=gradp
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1 en conseqiiéncia
gradp € HT (@) i ”gradlsllﬂ-l(n’)l = HH lH—l(Q’)Z + “ﬁllﬂl(n’)Z-
Definim ara una funcié y (x):
y(x)=1 si x € (a, b)
y(x)=0six €(-x,a-1)u((b+1,+ x)
y(x)=a(x-b) st x € [b,b+ 1]
y(x)=a(a-x) st x € [a-1, a]
on a: [0, 1]— Rés una funcié de classe C* que val 1 enunentornde 0,10
en un entornde 1.
Fixem ara una manera d’arrodonir la frontera de Q’, i construim un
obert Q C €’ de manera quesi (x, y) € Q ix € suportde y aleshores
(x,y) €Q,
i de manera que 3 Q sigui de classe C2. En dir fixar, volem dir prendre una
manera de fer-ho independent de a, b. Podem fer-ho, perqué S esta allunyat

de la zona on fem la'cirurgia (vegeu la fig. 3).
Diem que v (x, y) = ¥ (x) @ (x, y). Tenim que v € H} (Q)?i compleix a
—OAv+grad(yp)=pgrady + yi-Ayia+2<grady,V>id (2
divv = (grad y)T @

usant que — Al + grad p = fique divia = 0.

»
NN

i
|
|
| Y
|
i
i
!

Fig. 3 b be
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Anem a veure que estem en les hipotesis de la Proposicié 2.7: certa-
ment, v € H} (Q)2. També yp € L, (Q), carp € L, (Q) per la Proposicié
2.6. També és cert quedivv € H! (Q) Per a veure que el segon membre de
laigualtat (2) ésa L, (Q2), només cal constatar de nou que p € L, (Q2). A més:

|| (grad w)T a |H1<ﬁ) <K, |[a]] HI@Q)2
on K, només depén de I’eleccié de a: [0, 1] = R.
I també
|1 grad y + yi-Awyi + 2 < grad w, V > ii|| 2 <
= Kz (Q) (HH ‘LZ(Q)Z + HﬁHHl(ﬁ)Z)
on K, depén de la funcié a i de la constant C (Q) de la Proposicié 2.6.
Finalment, per la Proposici6 2.7, v € H? (Q)?i
HVHHZ(Q)Z =K, (Q)(H;HLZ(Q)Z + “ﬁ“Hl(Q)Z)
Si definimaraQ” (3, b) = { (x, y) € Q| a<x<b } tenim
Hulluzgee <K, (Q)(“f“LZ(Q)Z + ||UI|H1(Q)2)
ia més hem demostrat que u € H?_(Q). Vegem ara queu € H2(Q). Sigui
n € N de maneraqueS C {(x, y) r x| <n-1}iconsiderem {’ com ca-

dascun dels conjunts @’ (-n, n), i’ (j,j + 1) perj=n,n+1,n+2,.
j=-n-1,-n-2,..., successivament. Tenim

ull 20 (o ny < Ky (Q (- n, n)) (|| f] ILZ(Q’ o m2 + e ) 3)
Hul IHZ(Q'(j,j+ 1)) = K3 (Q (l; l + 1)) (I IfIILz(Q‘(j,i+ 1))2 +
+ 10 g+ ap2) (4)
perj=n,n+1,n+2...1j=-n-1, -n-2,... . Elqueésessencial és
que els conjunts Q (j, j + 1) considerats sén geomemcament iguals i per tant
les constants K, (Q (j, j + 1)) s6n iguals.

Aleshores, elevem al quadrat les desigualtats (3), (4), usant que

(a+b)y?<2a2+2b?
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i sumem totes les desigualtats obtingudes traient factor comi
K, (@G, + 1),

i queda

[u] llgiZ(ﬂ)Z <2 max (K} ((’2 (-n, n)), Kj QG j+ 1)) 3 ] Ilz.z(ﬂ)z +

+3 [|u]| fap)

ja que quasi tot punt de Q esti en almenys un dels conjunts Q’ (- n, n) o

Q’ (j,j + 1)1 com a maxim en tres d’ells.

Aixd prova que u € H? (Q)% Usant ara la desigualtat (1) ila de Poinca-
ré concloem que

Hulluzgpe < K ]| @
D’altra banda, com que u € H? (Q)?, tenim que Au € L, (Q)?, i com
quegradp = f + Au, en 3edu’1’m quegradp €L, (Q). .

2.9. TEOREMA

Sigui A I'operador — PA, on A és l’operac}or de Laplace de dues com-
ponents i P la projeccié ortogonal de L, ()2 en ] (Q). Considerem A, que en
direm operador Stokes, com a operador dej (Q) amb domini (dens) D (A) =
H2 (Q? N H (Q).

Aleshores, A és autoadjunt, afitat inferiorment i invertible.

Demostracio
Donada f € §(Q), proposem-nos de trobar u € H (Q) tal que

(Vu, v¢)L2(ﬂ)4 = (f, d))Lz(ﬂ)z Ve HEQ).

Com que ¢ — (f, $)1,q)2 és una forma lineal continua sobre H (Q), I’exis-

téncia d’una solucid Gnica u, amb f donada, és assegurada pel Teorema de
Riesz. Diguem u = Bf. A conseqiiéncia de la Proposicié 2.8, B és un opera-
dor continu dej (Q) en H2 ()2 N H(Q). La mateixa proposicié ens assegu-
ra que A o B és laidentitat a | (Q).
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D’altra banda, si u € H? (Q)? N H (Q), existeix grad p € L, (Q)’ tal
que—Au = Au + grad p. Aleshores, per la definicié de A en sentit distribu-
cional hom té que V¢ € J(Q)

(Vu, V¢)L2(n)4 = (Auy, ¢)L2(9)2 (1)

igualtat que s’estén per continuitata tota¢ € H (Q), i per tant Bo A és la
identitat a H2 (Q)? N H(Q).

Notem que, a fortiori, B és continu dej enj Pertant A té rangj (Q)1és
invertible amb continuitat, i1 en conseqiiéncia és tancat.

Usant (1) és evident que A és simétric, és a dir que, si
u, v € D (A), aleshores (Au, v);,qp = (u, AV qp-
Com que A és simetric, tancat i el seu rang és totj (€2), A és autoadjunt.

Vegem que A és afitatinferiorment. Siu € D(A) i [|u]| = 1te-
nim:

(Au, u)Lz(Q)2 = (Vy, vu)Lz(ﬁ)4 =C?(u,u)=

2
s
onC?= Tés la constant definidaa 1.4,

2.10. Lema

Siu € H2(Q)? aleshoresu € C3 (Q)? (components continues i afita-
des)iamés |u(x,y)| =0 si |x| — » uniformementeny.
Demostracié

La primera part és conseqiiéncia de les inclusions de Sobolev, car Q C
R? (vegeu Adams (1975), p. 97).

Prenem

Q. ={(x%y) €EQ|n-1<x<n+1} pern€Z.
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Usant la mateixa inclusié de Sobolev tenim que

Sup  |u(y) | <K, ||u]lua, (1)
(xy) EQ, T

Perd com que per |n| rrou gran tots els Q_son geométricament iguals,
tenim que quan [n| — dpart de la dreta de la desigualtat (1) tendeix a
zero, 1 per tant també ho ha de fer la part de I'esquerra.

2.11. TEOREMA

A Q no es déna la Paradoxa de Stokes.

Demostracié

D’acord amb el que hem dit a 1.4, donada f € L, (Q)? hem de trobar
u € H2(Q)? N H (Q) tal que

—Au+gradp=1f+ RAZ
D’acord amb com hem definit atenim que A2 €G3 (Q)? i, en particular,
Az €L, (Q).
Descomponem f + RA2 =g + gradp,ong € j(Q) 1 grad? € G(Q). Pel
teorema 2.9, que ens diu que A és invertible, existeixu € H (Q)2 NH(Q)1
grad p, € G (Q)tals que — Au + grad p, = g i per tant, dient p = p, + p,,
—Au+gradp = f + RAQ.

Pel lema 2.10 sabem que u (x, y) — (0, 0) quan | x| — @ uniformement
eny.

A més, pel teorema 2.9, u és tnica en aquestes condicions (tampoc no
depen de I’eleccié de a).



3. EL PROBLEMA ESTACIONARI

3.1. ELPROBLEMA

En aquest capitol demostrem I’existéncia d’almenys una solucié esta-
cionaria de les equacions completes de Navier-Stokes per a qualsevol valor
de R. Les solucions estacionaries trobades seran de la forma Ra + u amb

u € H2(Q) N H (Q),
igual que les solucions del problema de Stokes.

Es interessant comparar aquest resultat amb els de Finn i Smith (1967)
per al problema en un medi infinit. En primer lloc, en un medi infinit no
s’obté existéncia més que per a valors prou petitsde | R|, perd améssiescri-
vim les solucions obtingudes en un medi infinit en la forma (R,0)+ v(x,y),
hom té que v (x, y) no és de quadrat integrable (per R # 0, ialmenys perf =

0). Aixd no és aixi en el nostre cas, perrad dela desxgualtat de Poincaré, i po-
dem obtenir un resultat d’unicitat amb |R| prou petit usant essencialment
estimacions a L,.

També ens interessa de comentar el treball d’ Amick (1977). En aquest
treball hom prova I’existéncia d’una soluci6 generalitzada (en el sentit que
definirem a 3.5) peral problema estacionari de Navier-Stokes en un conjunt
de R? que tingui la forma d’un canal excepte dins un compacte K (vegeu la
fig. 4), perd amb el fluid obligat a tendir (en cert sentit) al flux de Poisseuille

(perfil cf velocitats parabolic) a’infinit, 1 a transportar un cabal determinat.
El que ens interessa destacar d’aquest problema, bastant similar al nostre, és
que els resultats d’Amick només permeten d’obtenir existéncia de solucié
(generalitzada) per a nombres de Reynolds prou petits. En aquest sentit el
nostre problema és més benévol, 1la diferéncia essencial és en els comporta-
ments asimptOtics: en el cas d’Amick seria del tipus

(R (y*~1),0)

i en el nostre cas (R, 0). El nostre cas té gradient zero 1 el cas d’Amick no.
Aix0 afecta les estimacions del Teorema 3.5.
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—
-

.

Fig. 4

Com ja hem dit, buscarem solucions estacioniries de la forma Ra + u
onu € H(Q)icompleix

Au—<R;,V>u—<u,V>R§—<u,v>u=gradp+g

ondiem g = —f—RA2 + R2 < 2, V > 4. Per tal com escollim 3 tenim que
g €L, (Q)7 si f € L,(Q)?2

Per a obtenir les estimacions que necessitem caldra escollir, entre els
camps a possibles, un que tingui certes propietats. Si ’expressem en la for-
ma 7 (x, y) = (1, 0) - b (x, y), aquestes propietats ens sén donades pel lema
segiient.

3.2. LEma

Suposem S de classe C2. Donat e > 0, existeixen p (€) > 01iun camp de
vectors b (x, y) tals que

i) B eC(Q)?idivb=0

ii) b = (1, 0) en un entorn de 3S
b = (0, 0) en un entorn de 3Q

iii) Suportdeb € {(x,y) € Q| dist {(x,y),9S} <p(e)}
wv)p(e)—0 si €0

v) Vo e H(Q ] JoT(Vb)ddxdy | <& [Vl
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Demostracio

Es un resultat prou conegut i molt utilitzat. Per a lademostracié vegeu,
per exemple, Ladyzhenskaya (1969), p. 127, o Temam (1977), p. 174.

3.3. TEOREMA

Per cadan € N considerem un obert de classe C2, Q_, de manera que
{(x,y) €Q| |x]<n}CcQ,C {(x,y) € Q| |x| <n+1}. Considerem

també 2 (x, y) = (1, 0)— b (x, y), on b és un camp qualsevol dels donats pel
Lema 3.2. Fixem també R € R.

Per cada Q_ existeixun u®™ € H2(Q_)» N H(Q,),1p, € H'(Q,) tals
que

Au® - <R2, V> u - <u® V>Ra-<u® V>u®=gradp, +g

on a1 gs’entenen restringits a Q.

Demostracié

Aquest és el resultat classic d’existéncia de solucions estacioniries amb
condicions de frontera no homogenies per a dominis afitats. Per ala demos-
tracid, vegeu Ladyzhenskaya (1969), p. 121 per a I’existéncia de la solucié
(generalitzada) a H (9,), 1 p. 136 per a la regularitat (u™ € H2(Q,)?).

En la demostracié, Ladyzhenskaya (1969) empra el Teorema de punt
fix de Leray-Schauder. Una altra demostracié usant aproximacions de Ga-
lerkin 1 el Teorema del punt fix de Brouwer pot trobar-se a Temam (1977),
p- 173.

3.4. Lema

Sigui €’ un obert contingutaQiu € L (€’)? amb divu = 0 (en sentit
distribucional). Aleshores, ’aplicacié B: H (€’)2— R, donada per

B(v,w)=(<u,V>v,W) 2= Z [,
1)

i w.dxd
u.— w.dxdy,
"Ox. ! y

éscontinuaiB(v,v)=0 Vv € H(Q).
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Demostracio

B és bilineal, i per tant n’hi ha prou amb veure que és afitada pera veure
que és continua.

v, ov.
U o Ui a_;wj dxdy I = “ u; " Loo(E?’) " a_xl ” Ly(e) “ W; ” L) =

< = il ¥l 1 ey

Ara, com que B és continua a H (Q’), n’hi ha prou de comprovar la
igualtat B (v, v) = O perv € J (Q"):

T Yy dxdy= % : < dvi>=0
,ui V. ax = - u, graa v+ =
T DA y i 2 8 :

car la divergencia distribucional de u és zero i v € G (Q).

3.5. TEOREMA

Existeix almenysunau € H2(Q)? N H(Q)iptalquegradp € G (Q),
que compleixen ‘

Au-<Ra+u),V>u-<u,V>Ra=gradp+g (1)

Demostracio

Recordem que tenim llibertat en ’eleccié de a. Prenem a = (1,0)-b,
on b I’escollim d’acord amb el lema 3.2 amb e < |R |

Considerem les solucions u™ donades pel Teorema 3.3. Prenguem a
I’equacié (1) de 3.3 producte escalar a L, (Q,)? amb ¢ € J (,) i ens queda
que

~ (U, Gray ~ Jq, 0T (VuO)RE [, $T (VRE) u® -

~ o, &7 (Vu®) u® = (g, ®)p 02 V & € J(Q,) )
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D’altra banda prenguem a la mateixa equacié producte escalar a
L, (,)? amb u™. Ens dona, usant el lema 3.4 (car H? () C L, (,)):

=[lu®]| lgl(nn) -RJ a, u®T (Va) u® = (g, u("))Lz(nn)Z
Usem ara que Va = — Vb, la propietat v) del lema 3.2, la desigualtat de

Schwarz 1 la de Poincaré:

. 2
@l gy < IR[€ [ dq, + I8llam2- = 19k,

Com que |R|e <1, prenem & > 0 de maneraque § <1- |R|¢, iusem
la desigualtat numeérica

1
ab =< 8a? +— b?;
43

1
J| ] ﬁmn)s R fia,) + 8 [ ut || !g{(ﬂn) + Py gl L@ 2

1

” ul® ” xg{(nn)S ﬁ Hg” 12.2(0,,)'(1— |R|a—8)"

jaquel— |R|e-8>0.

Si estenem les u™ per zero fora de Q, tenim que u™ € H (Q), 1la desi-
gualtat anterior ens diu que les u™ estan uniformement afitades respecte an
dins H (Q). Per tant existeix u € H (Q), limit débil d’una subsuccessié de
u™, que en direm també u(™, tal que

1) V u® convergeix a V u débilment a L? (Q)*.
ii) u®™ convergeix a u debilment a L, (Q)2.

i) Vi € N, u convergeix a u fortament a L, (Q,)2.

El poder assegurar 111) ve del fet que la restriccié de H! (Q) en L, (,) és com-
pacta.

Donadaara ¢ € J (Q), pernprou gransera d € | (Q,)1valdra laigual-
tat (2). Prenguem limits a (2) quann — o :

(U, ey 1 Sq, 6T (V u®) Ra
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tendeixen, respectivament, a

(u) d))H(Q) 1 a IQ d)T (vu) Ra
quan n — ®, a causa de i). Les expressions

Inn ¢T (VRa) u(ﬂ) i (g’ ¢)L2(Qn)2

tendeixen, respectivament a

IQ oT (VRa)u 1 (g ¢)L2(Q)2
Per a calcular el limit de
IQ ¢T (Vu(“)) u(“)
notem que peratotav € H (Q)itota ¢ € J (Q),
JqdT (VW) v=—[ vI (Vo) V.
Hom prova aixd, primer, per v € J (Q) (usantdivv = 0)idesprés veient que
amb ¢ fixada tots dos membres de la igualtat s6n continus en v en la topolo-
gia de H (Q). Siguiarai € N de manera que sup ¢ C Q, pern = 1: tenim

que com a conseqiiéncia de iii) u™ - u™T tendeixau - u Tfortamenta L, (Q)*i
per tant

J g 7 (VU u®) = — [ a0 (V) ul) > — [ uT (V) u = [, 67 (V) u.

En consegiiéncia u compleix V ¢ € J (Q):
= (u, ¢)H(n) - IQ ¢T (Vu) Ra- IQ ¢T(VRa) u - IQ ¢T (Vu)u = (g, ¢)L2(Q)2

Aixo és el que s’entén per solucié generalitzada de (1). Notem que
d’acord amb la Proposici6 2.8 sobre el problema de Stokes, n’hi hauria prou
amb veure queg + <R3, V>u+ <u, v > Ra+ <u, V>upertany a
L, (Q) per a concloure queu € H? (Q) 1 que u compleix (1) en sentit fort.
D’ aquesta suma, I"inic terme del qual no sabem de moment que estigui a
L,(Q)? és <u, V> u. Elsaltres no presenten problemes car

ael . (Q%{ue L, Q4Vuel,(Qigel,(Q)%2

Per a veure que < u, V >u € L, (Q)? n’hi hauria prou amb demostrar
queu € L, (Q)%. Aix0 és el que ara farem.
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Com a conseqiiéncia d’'un important resultat de regularitat interior de
Ladyzhenskaya (1969), p. 131, si Q’ és un obert afitat amb la seva clausura
continguda a Q, del fet que u sigui soluci6 generalitzada de (1) hom dedueix
queu € H2(Q’)?, p € H' (') 1laigualtat (1) es compleix a Q’ en sentit fort.

Sigui v{V la solucié de

-Av® + gradp, =-g-<Ra, V>u-<uy,V>Ra

que pel Teorema 2.11 sabem que existeix, car el segon membre de la igualtat
ésal,(Q)? 1amésvi) € HZ(Q)? N H (Q). Pel lema 2.10 sabem que

vih € L, (Q)

Consideremv=u—-v(), g =

p—p;. Es compleix que a cada Q’ estrictament
continguta Q, v € H? (Q) divv

=0,q €H!'(Q’), i amés es verifica
Av-gradq=<u,V>u

Haurem conclos quan demostrem que v € L (Q)?, caru =v + v, De
moment sabem també que v € H (Q).

Considerem la solucié fonamental de les equacions de Stokes a R? (La-
dyzhenskaya (1969), p. 67):

Vi, ) = 41 [8 1 +(§i"’li)(§j"’l;)] =12

|E~n| |E-n|?
QM= n —— =1,
)] , _ - n = s

Vo eg, O Jeem]

on& = (&, &), 1 = (N, N,) s6n punts de R2, i §;; és la de Kroeneker.

Es compleix que

avie 22 55 ij=1,2

nVi an; =9;0(§-n) pery)=1,
2 3V ,
i=zla—r|-=o perj=1,2

ond (§-n)ésladeDiraca&—n.
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Considerem també les funcions, per T > 0,

124 ) + E&i—m) (§—ny) ]
2

vi(g,n)=%[ 8, (ln—— — |&-7 =

T 2T?

-1 1
Q& n)——

T2 (éj-nj)) J =1,2

Aquestes ens serviran per a modificar les condicions de frontera de la
primera. Considerem W = V. + V}, P’ = Q' + Q'. Compleixen:

; op ..
Anwl+a——=8q8(é—n), l,]=1,2

W€ =0 si |E-n] =T

També és facil de veure que existeix una constant K independent de T,
per T =< 1, tal que es compleix

Wi n) | <K(i-ln|[g-n]) per [E-n|<T, ij=12 ()

CPE )| SK/T per [§-n| =T, j=1, (4)
AW (g,
I &) <K/T per [&-n|=T, ij,k=1,2 (5)
oMy
. ‘ . aW 3w
Definim ara el Tensor T;, (W') = §, P! + ( — + — )
omy om;

Com que W! (&, ) =0 si |&—-n| =T, les férmules de Green per a
Poperador de Stokes (Ladyzhenskaya (1969), p. 139) donen que, per a qual-
sevol camp solenoidal ¢ (n) i qualsevol funcié h () prou diferenciables a
|£-n| < T, es compleix que

¢<<a)=f > W§<a,n)( A 2 ) dn+
! le-nl<T i=1 an

1
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2 .
" z T, (W) ¢, n. dS
J‘I&—T]|=T k=1 1,k( )(b,nk n

on n = (n,, n,) és la normal exterior unitaria a la fronterade |£-n| < T.
Aquesta férmulas’esténatotad € H2(|E-n| <T)3, divg = 0,ih €
H!(|£-n]| < T) perque tots dos membres de la igualtat s6n continus: el pri-
mer per la inclusi6 de Sobolev H? <& °, i el segon perque
Wi €L, (|g-n| <T),
quant a la primera integral, 1 perqué les traces dels elements de

H>(|[E-n] <T)

estana H¥2(|§ - n| = T) (Lions i Magenes (1968), p. 44) per a la segona in-
tegral.

Si apliquem aquesta férmula a vi q, tenim que, per§ € Q

2 .
v; (&)= ‘[ ¥ Wi<uyV>udn+
[E-n| =T i=1

2 .
+ 2 T (Whv.n dS
Jli-n|=T oy ik (W) vin, dS,

mentre hagimpres T<d (§),ond (§) = dist (§,0 Q) (d (&)< 1).

_ Emprant les desigualtats (3), (4) i (5), per la desigualtat de Schwarz te-
nims:

2 ou,
V. =K ¢ 3y, . ] d
I l(a)l Ilg_n]s'r Ll=1 U anl l( lnla nl) n+
5K
i _T_J’]&—HI=T (Ivi] + v, ])dS, =<

2 172

= 21-In |E-7])?
=k i,lz=1 [Ili—HIST ui(1-In & nl)dn]

Ju. 12
]y ]
Hla—nlsT T

on
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5K
+ = (Jvi| + |v,1)dS, =
T Jjg-n|=T

2 aui 2 12
<K, z dn +
i1=1 |&~n| =T

on
5KJ
+ — (|vil + |v,)dS
T |§'T]!=T I 1| I ZI n

1 la darrera desigualtat és certa amb K, independent de T < 1, ¢o que hom
veu usant de nou la desigualtat de Schwarz 1

I n| <T u}dnSJRz uldn<®, jaqueH(Q) CL,(Q)

1-In[&-7m zdnSJ‘ 1-In|E-7m|)2dn =
Ili—nlsT( g |)1 Ii-nlsl( [&-nl)

=2n J. (1-Inr)’rdr<+
0

Prenguem ara K, = max { K;, 5K } iintegrem la darrera desigualtat ob-
tinguda respecte a T entre d(§)/4 i 3 d (§)/4. La desigualtat és valida en

aquest rang, car K, nodepende T'si T < 1. Direm d en lloc de d (£). Obte-
nim:

Lmoi<ix &[]
2 O 2 i1 lg-n| < 24

s

du;
an,

2 1/2
dn ] +

4
+ - K, J 3d (l"l|'*'|"2|)d'flS
d {g¢-n| = T

1/2
deZ[I 34 (Vu)dn ] +
|&-n| = e

4K 9d2 1/2 1/2
212 (x22) 2] f sa vldn |
1=1 |&-n= T

||.MN

d 16
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on a la darrera desigualtat hem usat, per al primer terme, la desigualtat nu-

meérica (a + b + ¢ + d) <2 Va? + b? + ¢Z + d, i per al segon terme la de
Schwarz.

En conseqiiencia, ens queda:

12K, Vn
l‘ﬁ(&)l =2K, HVU"LZ(Q)”" —d_ “V” Lz(li-fﬂS%)

Perd el conjunt |£-1| <3 d/4 estrobatotell aunadistanciade dQin-
ferior o igual a 7 d (§)/4 i val la desigualtat segtient (del tipus de Poincaré),
carv € H(Q)isanullaad Q:

vl g 2 <K, ARTCY AT
4

Lz(lé"‘l] =

per K;independentded (idev € H(Q)). Aquesta desigualtat es prova facil-
ment, com a Ladyzhenskaya (1969), pp. 123-124, o0 a Heywood (1976), p
90, usant fortament la gran homogeneitat de les components no afitades de

aQ.

Finalment, doncs,
v, (€)] <2K, [|Vu | et T 21K, K | Vvl Lyt

ienconcloem quev € L (Q)*= u € H2(Q)iu compleix (1) en sentit fort.

3.6. COROLLARI

Les solucions obtingudes al Teorema 3.5, de laformaR a + u, s6n con-
tinues a Q i tendeixen uniformement, respecte ay, a (R, 0) quan |x| — .
Demostracio

Hem vist queu € H2(Q)> N H (Q). No hem de fer siné aplicar el lema
2.10au.
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3.7. Prorosicio
Sigui b (x, y) un camp com els donats pel lema 3.2, i sigui
a=(1,0)-b.
Siguin € (b), C, (b), C, (b) constants positives de manera que
| Jou" (VB)u | <& () [uldq Yo € H@),C, ()= | 2B] 1z,
C,(6)= [P <3, V>b|qp
on P és la projeccié ortogonal de L, ()% en J (). Suposem que
e(b) < |R|™ ique u € H2(Q) N H(Q)
sigui una soluci6 de (1) de 3.5 amb R i f donats. Aleshores
lullug s CCIEl + IR] C; () + R*C(B))/ (1~ R £(B)

on C és la constant de la desigualtat de Poincaré a H (Q) definida a 1.4.

Demeostracio
U compleix
Au-<Ra+u),V>u-<uyV>Ra=gradp-f-
-RAZ+R¥’< 4,V >a.
Prenguem producte escalar de L, (©2)? amb u en aquesta igualtat. No-
tem que Va = -V b, Aa = - Abique Ab € ] (Q). Usant el Lema 3.4,
queda
= lull fl(n) +R IQUT (VB)u=-(f, WL, +
+ R (A, u) 02 -R*(< 2, V> b, u)qp
”ullfm)s IR| € (b) ”U”}gl(n) + C(“f”LZ(Q)Z +
+ |R]C, (B) + R C, (b)) [l ull1ia
lall ey < Cllfll @2 + IR] C, (B) + R2C, (B) / (1~ [R| & (b))
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3.8. TEOREMA
Si existeix b (x, y) com al lema 3.2 tal que
2V2C ([f] 2 + IR] C; (B) + R2C, (b)) +
+2|R|e(B)-R?g(b)? < 1 / (1
IR| & (b) <1 @)

on C, C, (b), C, (b), & (b) sén les constants definides a la Proposicié 3.7,
aleshores la solucié donada pel Teorema 3.5 és dnica.

Demostracio

Suposem que Ra+u i Ra+u+v peru, v € H2(Q)? N H (Q) si-
guin solucions de (1) de 3.5. Vegem que v = 0.

Restant les igualtats
Au+v)-<Ra+u+v),V>@u+v)-<(u+v),V>Ra=gradq+g
Au-<(Ra+u),V>u-<u V>Ra=gradp +g

obtenim:
Av-<Ra+u+v),V>v-<v,V>u-<v,V>Ra=grad(q-p)

Prenent ara producte escalar a L, (Q)? amb v a totes dues bandes de la
igualtat i usant el Lema 3.4:

- Ivlia@-To v  (Vu) v+ R [V (VB)v =0 3)
Perd notem que
| favT (Vu)v | = [(Vu, vl < lullug v VTl
= ““" H(Q) \/i ”V" 12.2(9)2 = ”U“ H(Q) 2 \/f “V" Ly(0)2 “V”H(Q) =
<2V2C ”u”H(Q) ||v||ﬁm

on hem usat les desigualtats d’1.4.
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Draltra banda, a causa de (2) val la Proposicié 3.7 i tenim que
lulliae < C Ul a2 + IR] C,(b) + R2C, (b)) / (1 - |R] & (b))

d’on es dedueix que
| S v  (Vu)v| + [R| | fqvT (VB)v | =<

£l L2 + IR] C,(B) + R2C, (b)

SZ\/ECZ l—lRlG(B) ”vuf{(n)+|R|8(5) “V“f{(n)
o sigui que

| -fqVvT (Vu)v+R fq v (Vh)v] <

f + |R| C,(6) + R2C, (b

1-[R| e (b)

La desigualtat (4), juntament amb la igualtat (3), impliquen

“ V“ 1?{(9) =0

si es compleix que el que hi ha dins els paréntesis quadrats de (4) és estricta-
ment menor que 1. Usant (2) aix0 es compleix si es compleix (1).
3.9. COROL-LARI

En cas que 2 V2 C? || f]| | yqp2 < 1 (en particular, quan f = 0), la solucié
estacionaria és tnica si |R| és prou petit.
Demostracié

D’acord amb el Lema 3.2, escollim b tal quee (b) < 1. Com que C, (b),

C, (b) sempre son finites, les desngualtats (1)1(2) de 3.8 es compliran amb
|R| prou petit.



4. EL PROBLEMA DE VALOR INICIAL

4.1. ELPROBLEMA
Buscarem les solucions del problema de valor inicial de la forma
V(x,y,t)=Ra(x,y) + v (t)ambv(t) € H2(Q)? N H(Q).

En conseqiiéncia, la condici6 inicial haura d’ésser de la forma Ra + v,, bé
que v, podra ésser presa en un espai més ampli que H? (Q)? N H (Q).

L’equaci6 que ha de complir v (t) és
v.—Av+gradp=-<Ra, V>v-<v,V>Ra-<v,V>v-g (1)

ong=—-f-RAa+ R2< 2, V >3, comal capitol anterior, on la pressié p, en
general, depén del temps, 1 on v, (t) és la derivada de v (t) respecte a t quan
ens mirem v (t) com una corba dej (). Aixd vol dir que demanem que

d %
1 Y@ J@),

i per tant si apliquem la projeccié ortogonal P: L, (Q)? ——>j () a totes dues
bandes de (1) ens queda

ditv(t)+Av(t)=F(v(t)) (2)

on A = — PA és ’operador de Stokes, 1
F(vy=P[-<R3,V>v-<v,V>Ra-<v,V>v-gl
L’equacié (2) junt amb la condicié inicial

v (0) = v, (3)
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constitueixen un problema de valor inicial de tipus semilineal que veurem
que és del tipus dels estudiats al llibre de Henry (1981), al qual farem conti-
nua referéncia en aquest capitol i del qual adoptarem la terminologia. Un al-
tre enfocament possible, amb petites diferéncies, és el donat a Iooss (1973).
Vegeu també X. Mora (1981).

4.2. OPERADORS SECTORIALS

Direm que un operador lineal A en un espai de Banach X és un opera-
dor sectorial si és tancat, definit densament, i tal que per aalgun 6 € (0, n/2),
algun M = 11 algun nombre real a, el sector

S,e={A€C|O0s|arg(A-2a)| sm, A#a)

és inclos en el conjunt resolvent de A, p (A), 12 més

(A=A <M/ |r-a]|
pertotA €S, ,.

Es facil de veure que si X és un espai de Hilbert 1 A és autoadjunti afitat
inferiorment, aleshores A és sectorial.

Si A és sectorial i la part real dels punts de ’espectre de A és estricta-
ment positiva, Re (6 (A) ) > 0, hom pot definir els operadors A*pera € R,
a = 0 amb les propietats seglients:

1) A% és tancat amb domini D (A%) dens a X.

ii) Siperx € D (A% definim [|x]|, = [|A®x]|y, els D (A®) s6n espais

de Banach, i pera>Pes complelx lainclusié D (A%) C D(AP) que
resulta continua i densa.

iii) A° = I (identitat a X), Al = A.
iv) Pera, =0, AAP=ABA°=A2*B a1 D (A**H).

v) SiX ésun espaide Hilberti A és autoadjunt i definit positiu, també
ho sén els A® per tota = 0.

(Per a la demostracié de tot aixo, vegeu Henry (1981), pp. 18 iss.)
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4.3. LEma

Com a conseqiiencia del que acabem de dir i del Teorema 2.9, 'opera-
dor de Stokes A = — P A és un operador sectorial a X = J (Q) Q) amb domini
D (A) = H*(Q)* n H(Q), que pel fet d’ésser autoadjunt i positiu admet po-
tencies A® amb les propietats citades. En particular:

Lema

D (A'?) = H (Q).

Demostracio
Com a conseqiencia de ii) de 4.2, D (A!2) és la clausura de

D (A) =H*(Q)’ n H(Q)amb lanorma [ ¢{/,, = A ¢| S
Si¢ € D(A), tenim

” ¢ ” 12 = A2 é, A2 ¢)L2(n)2 = (Ad, ¢)L2(n)2 =(V¢, V¢)L2(n)4 = “ ¢ " lgl(n)
En aquestes igualtats hem usat que si ¢ € D (A), aleshores

A1/2 d) € D (Al/Z)

(conseqiiencia de la propietat iv) de 4.2) i que A2 és autoadjunt, car A ho
és.

Per tant D (A!2) és la clausura de H? () n H () amb la norma de
H (Q), o sigui que D (A% = H (Q).

4.4. LEma

Si A és ’operador de Stokes aj (Q)11/2 < a <1, aleshores D (A%) esta
inclos continuament a C§ (2)? (camps continus i afitats a Q).
Demostracié

Aix0 és un cas particular d’un teorema de Henry (1981), p. 39, basaten
les desigualtats de Nirenberg-Gagliardo. El Teorema s’aplica immediata-
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ment al nostre cas car Q = Q - S té la “propietat de I’extensié C?” ja que 3S
ésde classe C?1la frontera de Q sén rectes.

En particular tenim que [[v||; 2 <K, |[v], per12<as1.

4.5. LEMa
S11/2 < a <1, 1F és "aplicacié no lineal definida a 4.1, aleshores

F:D (A9 — §(Q) és analitica i envia afitats en afitats.

Demostracié

DefinimF, (v) =P <v,V>v,F,(v)=P[<2,V>v+ <v, V>a),
Fy(v) =P [gl
Tenim que F = — (F, + RF, + F;). Obviament F; és continua, jaque és

constant. Com que F, és bilineal 1 F, és lineal, per a veure que s6n continues
n’hi ha prou veient que son afitades:

IF W)l L@? S [<v, V>vl| LR S V2 [v] Loo(@)2 | 7v] Lot S
<K, [vliZ
usant el Lemade 4.3 1el Lema 4.4.
” F, (v) " Ly(Q)2 = \/f "Z“ Lo ()2 ” Vv “ Lyt +
+2 Va {l Loo(Q)2 I vl L2 < Ky vl

Per tant F és un polinomi. F és analitica i transforma afitats en afitats.

4.6. SOLUCIONS
Direm que una corba v: [0, t,) — J(Q) és solucié de (2) i (3) de 4.1 si:

1) véscontinuaal0,t,)1v(0) = v,

d
i) Ve (0,t), ' v () existeix, v (t) € D (A), F (v (1)) és localment
t
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) . d
Holder continuaent, i e v(t)+ Av(t)=F(v(t)).
t
ii1) Per a algun p > 0, .[o | F (vr)) |Ie % dt <

4.7. TEOREMA

Escollima, 1/2 <a < 1. Donadav, € D (A®)existeix unadnica solucié
v (t) del problema amb valor inicial v, definida en un interval maxim

[0, T (vo)) (0 < T (vo) < + )
que a més compleix:
i) SiT(vp) <o, 3 unasuccessidt, € [0, T (vy)), t, — T (v,) tal que
”V (tn)”ll_) %®.

i1) v (t) és analiticade (0, T (v;)) en D (A®).

Aquest Teorema resumeix els resultats que ens interessaran per al que
segueix. Hom en trobara la demostracié a Henry (1981). L’existéncia i uni-
citat locals s6n conseqiiéncia del fet que A és sectorial 1 F: D (A%) — ] (Q) és
localment Lipschitz (ibid., p. 54). La propietat i) se segueix del fet que F en-
via afitats en afitats (ibid., p. 55), i la propietat ii) és conseqiiéncia del fet que
F és analitica (1bid., p. 66).

4.8. CoNTINUACIO

En els apartats 4.8, 4.9 1 4.10 demostrarem que les solucions del pro-

blema de valor inicial sén prolongables per tot temps t € [0, ). Ho fem

usant essencialment les estimacions de Ladyzhenskaya (1969) i adaptant-les
al nostre cas.

Lema

Sigui v (t) una solucié donada pel Teorema 4.7. Compleix les segiients
igualtats pert € (0, T (v,))

1d -
1) 0= 2 dt vl 2+ vl Ag + R v T (Va)v(©) + (8, V)L,
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N = 1d 2 2 T A
)0 = Ea I v, (t) || Lop t | v |l Aot fn v ()" (V (Ra+v(t))) v, (V).

Demostracié

Notem en primer lloc que els termes de i) 1 ii) tenen sentit: notem que
com a conseqiiencia de ii) del Teorema 4.7 i del Lema 4.3,

v, (t) € D(A% C D (AY?) = H(Q), cara > 1/2, i per tant té sentit escriure

” Vi (t) “ Igl(ﬂ)'

DiemL (v(t))=v,-Av+ <Ra+v,V>v+R<v,V>apert>0.
Usant el Lema 3.4 tenim que la igualtat

(L(v(t)), v(v) )LZ(Q)Z = (—grad p (1), v (1) )LZ(Q)Z —(g v (1) )L2(0)2=
=—(g v(t) )LZ(Q)Z
demostra i).

Per a demostrar ii) notem que L (v (t) ) és una corbade L, (Q2)? que és di-
ferenciable vista com a corba de H™! (Q)?: efectivament, 'Gnic terme del
qual no tenim seguretat que sigui diferenciable (respecte a t) a L, (Q)? és
A v (1), car v (t) és analiticaa D (A®) perd @ <1, in’hiha prou que v (t) sigui
analitica a H (Q) per a tenir diferenciabilitat de A v (t) a H™ (Q).

A H'(Q)? tenim que

d - -
T Lv(@)=v,—-Av,+<Ra+v,V>v +<v,V>(Ra+v)
t

on A v, s’entén en sentit distribucional.
Recordem que H™' (Q) = H} (€2)’ i com que v, € H(Q) C H} (Q)? po-

dem prendre productes interns de la dualitat

d -
< a L (V (t) )’ AL >= (vu’ vl)Lz(Q)z + (VV[, vVt)LZ(Q)“ + J'Q VTV (Ra + V) Vi

Perd d’altra banda L (v (t) ) = —grad p (t)—g, i com que el primer mem-
bre d’aquesta igualtat és derivable a H! (Q)?, també ho és el segon, i val la
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igualtat
< d (t)-g),v,>= < d ), v, >+
— (= t)— A = — -_— A
lt( gradp 4 it gradp (t

+ <gradp(t),v,>=0

jaque v, 1v, sén aj) (Q). I aixo prova ii).

4.9. Lema
Donada una condicié inicial vy € D (A%) i donat qualsevol € amb
0<e<T(vp)

existeix una funcié continua K: [g, ) — R (que depén de vy ide €) tal que si
v (t) és la solucid del problema amb valor inicial v, es compleix que

“ v (t) ” Igl(n) sK(v)
ique
lv. @12 ,02 <K (t) pert € [g, T (vo)).
Demostracio

De la igualtat i) de 4.8 deduim:

d
1t ”V(t) ” Ez(n)l <2 | (8 V)LZ(Q)Z | t+

+2] IQ vI(VRa)v | < | gl IZ.Z(Q)Z + || vl 12.2(0)2 +

+4 | VRa Loayt VI LR S lgll ﬁz(n)z +C v Iz_z(n)

1 per tant

vl 12_2(0)2 < ([lvo)l L2 lgll 12_2(0)2 /C)e“ =K, (v)
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Ara, d’acord amb el Lema 3.2 podem haver escollit a de manera que

| [o0T (Va)o | < ¢l Aq Vo € HEQ).

2 I R|
Com que v (t) € H (Q) tenim també a partir de 1) de 4.8

1 1d
= ” vilidey= IvIAaq+ RI VI (Vayv=- 2 d: vl a2 —(8 V)Ly@p2

d
vl Aoy =- I: vl 12_2(9)2 + gl 12_2(9)2 + v {2(9)2 (1)

Jollvs) laads < IIv @ 20 +
+ lglae t+ [oKi () ds =K, (1)
Afitem a continuaci6 el terme no lineal de la igualtat ii) de 4.8:
| o vi (V) v | < [V v v Lyae <

< [[v] ey V2 1Vl ap2

Usemarala desigualtat esmentada a 1.4. Aquesta desigualtat val, jaque
v, € H(Q). Aquest és el punt de la demostracié que seria impossible si Q C
R’ (com és sabut, la prolongacié per tot temps positiu de les solucions del
problema de valor inicial per a les equacions de Navier-Stokes a R? és avui
en dia un problema encara obert).

l IQ vI(Uv) v, | < 2V2 vl H(Q) vl LyQ)? Ivll HQ) S

1
= 2 vl fa+4 vl @) [l vll 12.2(9)2’

1
usant la desigualtatab < 3 a?+ 3 b2.

Ara apliquem aix0 a la igualtat ii) de 4.8, usant també que

- 1
| J‘QVT(va)Vt | < _I vl )

2|R
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Ens queda:

1 1
v ©lEer + Ivllé@= 5 Ivdlia+ 5 Ivléda+

[o
K

1
2
+ 4 ”V“ 1%1(9) “ Vi ” 12_2(0)2

d
dt lv.@®ll fz(n)l <8 [vll lgl(ﬂ) Iv.@®] fz(n)Z

d
dr In v, ()] fz(n)ZS 8 llvll fiq)-

Integrant ara aquesta desigualtat entre €1t tenim

(RAG]! fz(n)Z
“ v, (€) “ fz(Q)Z

v @l fz(n)Z < v @l fz(n)Z exp (8 K, (1)) =K, (1), pert =e.

t
<8 v(s) || fds <8K, (1), pert=¢
. H(©Q) 2 P

Tornant a la desigualtat (1):
v @] Ao < | 2 (v, V)LZ(Q)2| + gl fz(n)Z + vl fz(n)Z =
< [villfor + v ap + Il + VT2 <
<K,(@)+2K, @)+ Hgl[fz(mz =K(t)pert=¢
1 queda demostrat el lema.

4.10. TEOREMA
Les solucions donades pel Teorema 4.7 son prolongables per tot temps

positiu.

Demostracio

Sigui v (t) la soluci6 obtinguda amb v (0) = v, siguie € (0, T (v,) )
qualsevol, 1 sigui K (t) la funcié donada pel Lema 4.9. Tenim quepert = ¢

“F(V (t) “ L@z =
=||P[-<Ra, V>v(t)-<v(), V>Ra-<v (1), V>v(1)-g]ll L@



54 EQUACIONS DE NAVIER-STOKES EN UN CANAL AMB OBSTACLE

<C, [[Vvv@] Lat T Cllve |l L2t

v @Ol @2 2 1YV @) o + C; < CK(@©) +2CK (@) v, + C,

Prenent normes a la igualtat

Av({)=—-v, +F(v (D))
tenim
lAv ()| IS [l vll L2t |E (v @)l LR S
S(C,+ DK@ +2C,K(@) [[v(®)|le+ Cypert € [g T (vg) ).
Usem ara la important desigualtat
” A® "” Ly(Q)2 = ” Av ” EZ(Q)Z ”V“ {;?Q)Za

vilidaperv € D (A), jaque A ésautoadjuntipositiu (Henry (1981), p. 28).
Com que v (t) € D (A)pert >0, en concloem:

AV (Ol L@z < (Ci+ DKM +2CK @) [|Av (1) [|* (CK (1)) +
+C; per t€ [g T(vy)) 1

Si existis una successié t, € ©, T (vo) ) comal Teorema 4.7, 1, — T (v),
i [|v (t,) |l — o, aleshores necessiriament || Av (t,) || @2 = © ja que

v(t) € D(A)
i’encabiment D (A) C D (A%) és continu.

Per n prou gran, t, > g ival la desigualtat (1). Sifos T (v,) <  podriem
prendre un nombre S tal que

(C,+ 1K) <S,2C,K(t) (CK (1) )!*<S,Cy<Spert € [g T (vy)].
I tindrem

AV @l e =S @+ AV () |f,02) pert € [, T (vo) )

1 en particular

| Av ()|l LR < <S(2 [|Av(t, e Lot 1)
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‘per n prou gran. Com que 0 < a < 1, és impossible que
| Av (t) | Lyl > ®

1 el Teorema queda demostrat.

4.11. ESTABILITAT1INESTABILITAT DE SOLUCIONS ESTACIONARIES

La formulacié abstracta del problema de valor inicial (2), (3) de 4.1 ens
permet d’aplicar immediatament els resultats coneguts d’estabilitat i inesta-
bilitat de solucions estacioniries segons I’espectre de la part lineal. Sia + u
és una solucid estacionaria, la part lineal A - DF (u), ue en direm A, és
’operador de ] (Q) amb domini D (A)=D(A) = ( Y NH(Q) Q) definit

per

AWM=Av+P[<a+u, V>v+<v,V>(a+u)]

Teorema (estabilitat): Si existeix B> Otalque o (A,) C {ReA > B}, alesho-
res u és asimptoticament estable a D (A?%). Més concretament, existeixen
p >0, M =0 tals que si

Ivo-ulle<p/2M,

aleshores la soluci6 del problema de valor inicial v (t) amb v (0) = v, com-
pleix

Iv@-ulla<2Me® |lvo-ul,

(per a la demostracid, vegeu Henry (1981), p. 98).

Teorema (mestabzlltat) Sio (A,) N {ReX <0} ésno buit, aleshores u és
inestable, és a dir, existeix € > 0 1unasuccessié v, € D (A% amb ||v,-u],
—> Otals que peratotan

Sup v, @-ull =,

>0
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on v, (t) és la solucid del problema de valor inicial amb v, (0) = Vo (pera la
demostracio, vegeu Henry (1981), p. 105).
4.12. ESTABILITAT PER L'ENERGIA

Donem ara un criteri d’estabilitat asimptdtica mondtona 1 Elobal enla
norma de L, (Q)?, del tipus del Teorema de Serrin (vegeu Joseph (1976), I,
p- 15).
Teorema

En les hipotesis del Teorema 3.8, la soluci6 estacionaria tnica u és glo-
balment mondtonament asimptoticament estable en la norma de L, (Q2)°.
Demostracio

Considerem les solucions del problema de valor inicial amb la forma

Ra+u+v ().
Com que Ra + u és solucié estacioniria s’ha de complir que
v+gradp=Av-<Ra+uy,V>v-<v,V>Ra+u)-<v,V>v

Multiplicant escalarment a L, (2)? per v (t) i usant el Lema 3.4 queda

1 d -
(Vo VIL,@2= 2 4t vz =-IvO)llda-fov"V(Ra+u)v

Pero d’acord amb la desigualtat (4) del Teorema 3.8, existeix § < 1 tal
que

| IQVTV(R;+ wv | <3 [v|iq

I per tant,

1 d
e “V(t)“H(Q)<(8 1)”"”L2(n)2 (8-1)C* ”V(t)“Lz(n)Z
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on C és la constant de la desigualtat de Poincaré. Per tant,

vl L < v© 2 exp(t(3-1)/C%

d’on se segueix I’estabilitat asimptotica global ja que (8 — 1) < 0. Com que
d :
— v®l?<0si v #0,
dt

I’estabilitat és monodtona.






5. EL PROBLEMA ESPECTRAL

5.1. ELPROBLEMA

En aquest capitol estudiem I’espectre dels operadors A, definits a4.111i
ens interessem pel caracter de la part de I’espectre més propera al semipla
{Re z < 0}. Com ja hem vist, I’existéncia d’una part no buida de I’espectre
en aquest semipla implica inestabilitat de la solucid estacionaria u, pero la
importancia d’aquesta part de ’espectre també es deu a la possibilitat d’estu-
diar moviments secundaris propers a la solucié estacionéria, roduits per
bifurcacié quan una part deﬁ)espectre travessa |’eix imaginari cfe dretaaes-

uerra en variar algun parametre de ’equacié (el nombre de Reynolds R, les
?orces de cos, etc.).

Els fendomens de bifurcacié en equacions semilineals d’evolucié com les
de Navier-Stokes han estat molt estudiats els darrers anys. Entre d’altres re-
feréncies podem citar Iooss (1972), (1973), Joseph i Sattinger (1972), Judo-
vich (1971), Sattinger (1973), Kirchgissner 1 Kielhofer (1973), Marsden i
Mc Cracken (1976), Joseph (1976) I1 11, Tooss, Nielsen 1 True (1978), Calsi-
na (1981), Henry (1981).

Sota tots els punts de vista citats, per a provar I’existéncia de la solucié
bifurcada i estudiar la seva estabilitat cal que la part de ’espectre que creua
I’eix imaginari sigui un nombre finit de vﬁors propis de multiplicitat finita.
Aixod sempre és cert per a operadors amb resolvent compacta, com ara la
part lineal de Navier-Stokes per a un problema en un recinte afitat, perd
aixd no és necessariament cert en dominis no afitats. El mateix operador de
Laplace a tot ’espai R? és un exemple facil en qué el zero és un valor espec-
tral no aillat 1 que no és valor propi. En canvi, aixo no és aixi per als nostres
operadors A, com ho demostarem al Teorema 5.12.

Els nostres resultats sobre I’espectre de la part lineal en una solucié es-
tacionaria de les obtingudes al Teorema 3.5 sén probablement similars a
certs resultats de K.I. Babenko sobre les solucions de Finn i Smith (1967).
Malauradament, no hem pogut trobar cap referéncia a aquests resultats que
no fos verbal 1 poc precisa.
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Nota

En aquest capitol i en el segiient els espais de funcions definits a 1.3 es
consideraran complexificats, si no es diu explicitament el contrari.

5.2. Dernicio
Definim I’operador d’Oseen By a l’espaij (©2) amb domini (dens)
D (B) = D (A) = H2 (Q)2 n H (Q)

com
Byv=-PAv+P<(R,0),V>v

Notem que

3 3
<(R,0,V>v=R a——v,iquesiv N H(Q)aleshoresa—— vef
X X

(aixd és cert per v € § (Q), i s’estén per continuitat). En conseqiiéncia

0
P—v=—yv,
ax dx

1I’operador By queda

0
an=AV+R a—V

X
on A és ’operador de Stokes.

Hem donat a By el nom d’operador d’Oseen ja que el paper de 'opera-
dor By és equivalent en el nostre cas al paper de les equacions d’Oseen en un
medi 1l-limitat (vegeu Berker (1963), p. 287).

5.3. Lema

i) DonatR € R, existeixena, b>0,b < 1talsque Vv € D(A)

IR VliLae<allv I Leztb | Av]| Ly(9)?

ax
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(si es compleix aquesta desigualtat hom diu que ’operador
0
R—wv
ox

és relativament afitat respecte a A, i del nombre b se’n diu fita relativa).

i1) By és tancat.

Demostracié

i1) se segueix de i) per un Teorema de Kato (1966), p. 190, ja que sabem
que A és tancat. Per a veure i1) fem:

v e D(A)=(Av, V)Lz(n)l =[jvv] fz(n)'* = vy fz(n)'* <

< [Av]l L2 VI 02 =
0
= ” 3% v ” Lo < | Vvl o <t |Av] @2 +

1
+ — |Iv] L2 £>0,
4¢

on hem usat la desigualtat
2, L oo
afsga’+ — P-
4¢e
Prenent € < |R|! se segueix el resultat.

5.4. TEOREMA

o(Br)C {z€ € |Rez=C? (Imz)’><R2Rez}, on Céslaconstant
de la desigualtat de Poincaré. Aquest conjunt té I’aspecte representat a
la fig. 5.
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Fig. 5

Demostracio
Vegem primer que el rang numeéric de By, 8 (Bg) esta en aquest conjunt:
z €0(Bg) si v €D(Bg) amb |v]| Ly = 1

tal que z = (Bg v, V). Si v = v* + i vi (parts real i imaginaria), tenim

.} T
z= (BR V, V)LZ(Q)Z = (Vv, VV)LZ(Q)4 +R IQ ( E{- v ) V.

w(ae) L) o () o]

0 T 0 T
+ij'n[(—v‘) v'—(———v') v‘].
ax ox
Pero la primera d’aquestes dues integrals és zero: efectivament, si

f € H',(Q) (real),

aleshores
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ja que aixd és cert sif € C} Q) (mtegrant primer respecte a x) 15’estén a
H} (Q) per continuitat. Usant aixo per cada component de v* i de v' s’obté
que la primera integral és zero.

Per tant, Rez = ||v|| 4 (g, = C? jaque | v| 1,2 = 1. A més

o= 1 [ () v () ] 1
i ([(&0) (&) ] ror)-

<iRief[ (v ) (= v ) ]+ Drerrens

ax 4e 70
5 1
= IR] eIVt on+ — )
ifente = (2 || Vv|l,q4)" concloem que
|Imz| < |R| [Vv] a0 = [R] (Re2)"

Ara, com que B és tancat tenim que ¢ (Bg) C 6 (Bg) si podem demos-
trar que existeix z ¢ 0 (Bg) tal que z ¢ o (Bg) (Kato (1966), p. 268). Pren-
guemz =itpert € R*. Peraveurequez € p(By)peraalguntn’hihaura
prou amb veure (Kato (1966), p. 214) que per a algun't

all[(A-itD)'| +b |AA-itD)!| <1

onaib sép les constants del Lema 5.31),1 | || éslanorma de I’espai d’ope-
radors L (J (), J ().

Perd com que A és autoadjunt tenim que
lA-itD) ' <1/t , JAA-itD)'| =1

(Kato (1966), p. 271) i com que b < 1 el que volem es verifica si t és prou
gran.

5.5. LEmMa

L’adjunt de By és B ;.
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Demostracié

Notem que D (Bg) és dens a | (), i que per tant ’adjunt de B, Bj esta
definit univocament.

Hom veu facilment que per v, w € D (Bg)

fo (7)) =t (5ov)

En conseqiiéncia, per v, w € D (Bg), (Bg v, W)L,z = (Vo B.r W), 02
per tant tenim que B_; C Bj.

Perd per 5.315.4 sabem que B_g és tancat i invertible amb continuitat.
Per tant el rang de B ; és totj (). Si By fos una extensi6 no trivial de B
hauria de tenir nucli no trivial. Perd aixd no és possible ja que el nucli de By
és, per definicid, I’ortogonal a la clausura del rang de By, o sigui zero.

5.6. DernNICIO
Considerem I’operador C definit per
Cv=P[<-Rb+u,V>v-<v,V>(-Rb+u)]

onb = (1,0)—2iu és tal que a + u és una soluci6 estacioniria de les obtingu-

des al Capitol 3.
Es clar que es compleix que perv € D (A)

A,v=Bgv+Cv

5.7. Lema

L’operador A, amb domini D (A,) = D (A) és tancat.

Demostraciéo

Pel que hem dit a la demostracié del Lema 5.3 ii) n’hi haura prou amb
veure que C és relativament afitat respecte a A amb fita relativa tan petita
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com volguem, car llavors

d
v—=>R —v+Cv
0x

sera relativament afitat respecte a A amb fita relativa menor que 1,1 A sera
tancat.

Pel primer terme tenim:

| <(-~Rb+u), V>v| L2 S Il —~Rb +ul| Loz | Vv Lot S

o 1
< | -Rb+u| @p (e |Av] q2+ ey 1 L)

per a qualsevol € > 0, d’acord amb el cilcul de 5.3. T també:
| <v,V>(-Rb+u) || L <2 |V L@z IV (= Rb +u) | Lyt S

<2V2C" || Vv| Ly |V (-Rb + w)|| Lyt =
1
<2V2C" ||V (-Rb+u) || Ly (8 | AVl Lp + ey vl L2

on hem usat les desigualtats d’1.4. El fet que V u € L, (Q)* és conseqiiéncia
del fet que u € H?(Q)?ide I’encabiment H! (Q) C L, () d’Adams (1975),
p. 106.

5.8. TEOREMA
El rang numéric de A, esta contingut en un conjunt de forma

{ze ¢ | dmzy¥<C,(Rez+C,)} amb C,C,>0.

Demostracié

Prenemv € D(A)), || v]| Lyqp = 1. Usant les estimacions del Lema an-
terior tenim

l(CV, V)Lz(ﬂ)2 l s[- Rb + “ u " Lo(@)2 *

2V2C |[V(-Rb+u) | Loyl [ V] Lyt
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Si anomenem « la quantitat dins els paréntesis quadrats, tenim

1 ) o?
| (Cv, V)yop | <@ || Vvl yap < 2 v (| 0y + E}

Usant ara les estimacions del Teorema 5.4, siz = (A, v, V). 2 tenim
que

1 a?
Rez= " Vv ” fz(n)4- 5 " Vv " f2(0)4— ? = ( " Vv “ f2(9)4—a2)

N | ==

| Imz| < |R| [[VV]qp + a [ Vvl = (IR] + @) [ Vv] Lqp

[Imz]|?
————— =<2Rez+d?
(IR] +a)

5.9. ESPECTRE ESSENCIAL
Definicio

(Gohberg-Krein, (1969)): Si T és un operador lineal en un espai de Ba-
nach X, un punt normal per T és un punt A € C tal que o bé esti en el con-
junt resolvent de T o bé és yn valor propi aillat de T de multiplicitat (algebri-
ca) finita.

Noteu que el conjunt de punts normals de T, p (T), és obert i que

p(T) € p(T).

Definim Pespectre essencial de T com o (T) = € — p (T).

(Hi ha diverses definicions d’espectre essencial en circulacié; vegeu
Kato (1966), p. 243, p. ex.).
5.10. TEOREMA

(Gohberg-Krein): Suposem que X és un espai de Banach,
T:D(T) C X—>X
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un operador lineal tancat, i L: D (L) C X — X un operador lineal amb
D(T) € D(L),
i suposem que, peraalguni, € €, L (T-A;I)" és compacte (direm que L
és T-compacte). Sigui U un obert connex de C constituit enterament per
punts normals de T. Aleshores, o bé U consisteix enterament en punts nor-
mals de T + L, o enterament en valors propisde T + L.
(Aquesta formulacié és deguda a Henry (1981), p. 136, com a genera-

litzaci6 del resultat de Gohberg i Krein (1966), p. 22, per a operadors afi-
tats).

5.11. TEOREMA

C és Bg-compacte.

Demostracié
Com que 0 ¢ o (Bg) (Teorema 5.4), podem considerar
By :J (@~ (@.
Donem araa l’e?ax D@B)=D(A)= H?2(Q)2 N H(Q) } estructura d’espai
de Hilbert indui er H?(Q)2. Bés continude D (B) enJ (Q), 1, estant defi-
nit a tot D (B), tam fs tancat. En conseqiiéncia B! : [ (Q) — D (B) també

és tancat 1 definit a tot | (B), i pel Teorema de la Grafxca Tancada és continu.

Arademostrem que la composiciéflz (Q)—) D (B) —)j () és compacta.
Per a veure-ho n’hi ha prou amb provar que

v><(-Rb+u),V>v+<v,V>(-Rb +u)
és compacte com a operador de H2 (Q)? en L, (Q)2.
Notem que ’operador
vo<-5,V>v+<v,V>(-b)

és compacte com a operador de H2 (Q) en L, (Q)? car el seu rang és contingut
a H' (), on € és un obert afitat qualsevol que contingui el suport (com-
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pacte) de b intersecat amb Q, i el que diem es dedueix del fet que la inclusié
H' (Q,) > L, ()

és compacta, car , és afitat (Teorema de Rellich 1 Kondrachov) i la inclusié
L, (©,) < L, () (estenent per zero) és continua.

Definim ara
C:H(QP->L,(QPperC(V)=<u,V>v+<v,V>u
Ens resta veure que C és compacte. Siguin ¢, € J () tals que ¢, > u a

H(Q)idefinm C,(v) =<¢,V>v+ <v,V >, perveH?(Q)2. No-

tem que
[C, ()= C ) o2 <2 lda—ullL e I VVIL@p +
+2 |V, — Vul Lap [VIL@2 < K =1l el v 12y
amb K independent de u, vin, on hem emprat ’encabiment continu
H!'(Q)—L,(Q)

(Adams (1975), p. 106).

Per tant C_ tendeix a C en la norma dels operadors continus de H? (§2)2
en L, (Q)% Pero els C_ sén compactes perque les ¢, tenen suport compacte i

apliquem a elles el mateix raonament que a b.

Dr’aixd se segueix el resultat, ja que el limit (uniforme) d’operadors
compactes és compacte.

5.12. TEOREMA
Peraqualsevole>0,6(A,) N {A € C| ReA<C2-¢}obéésbuit, 0

bé consisteix en un nombre finit de valors propis (aillats) de multiplicitats
(algebriques) finites.

Demostracio
Apliquem el Teorema 5.10 a
U={A €C|Re(A)<C? o ImA?2>R2Rel}



EL PROBLEMA ESPECTRAL 69

(el complementari del conjunt de la fig. 5). Els punts de U sén punts nor-
mals de By, pel Teorema 5.4. Com que C és Bg—compacte, tenim que U és
format o bé per punts normals de A, = By + C o bé enterament pervalors
propis de A,.

No pot ésser que tots els punts de U siguin valors propis, car els valors
propis de A, s6n contingutsa 8 (A,), i pel Teorema 5.8 hi ha punts de U fora
de8(A,). Pertant, U C p (A)).

En conseqiiéncia 6 (A,) N U sén valors propis isolats de multiplicitat

(algebrica) finita. Perd com que aquests valors propis han d’estara 8 (A ), i
pel Teorema 5.8 dins la parabola

{LeC|(Imry=< C,(Rer+C))}ambC,,C,>0

1 han d’ésser aillats, en concloem que a {A € C| ReA < C?-¢} només
n’hi pot haver un nombre finit.






6. ALGUNS CALCULS SOBRE L’ESPECTRE

6.1. ELPROBLEMA

En aquest capitol calculem I’espectre de 'operador

d
By=A+R —

X

en el canal QQ sense obstacle, ésadir’espectre de By com a operador def (Q)
amb domini H? (Q)? N H (Q). El cilcul el fem emprant la transformada de
Fourier en la direcci6 de x.

El coneixement d’aquest espectre ens permetra de calcular la constant
C d’1.4 en el cas general Q = Q - S, i també demostrar que I’espectre essen-
cial dels operadors A, que en el capitol anterior hem vist que quedava con-
finata{z € C | Rez = C?}, éssempre no buit, ja que conté un conjunt Ly
que determinarem explicitament.

Parlant sense precisid, la trangformada de Fourier en la direccié de x
ens representa un camp u (x, y) € J (Q) com

1 0 .
ux,y)= ——J_ o0 y)e™dx

V2n

(usant el Teorema d’inversid), és a dir ens regresenta el camp u (x, y) com
una integral de camps de Q de forma 4, (y) €**. Un camp de la forma

(a(y), b(y))e™

mai no és de L, (Q)? (si no és idénticament zero), perd veure com actua
I’operador By sobre els camps d’aquesta forma ens donari la informacié que

A R ’ P q q
necessitem sobre I’espectre de Bg.



72 EQUACIONS DE NAVIER-STOKES EN UN CANAL AMB OBSTACLE

Els apartats 6.2 fins a 6.9 contenen definicions i resultats sobre parelles
(a(y), b(y)) € L,(-1,1)? que han d’ésser vistes com a representacions de
camps (a (y), b (y) ) * per a alguna  real.

Com es veura, exclourem sempre el cas & = 0 (camps constants respecte
a x). Considerar-lo implicaria haver d’anar més amb compte en alguns cal-
culs, 1 de vegades obtenir resultats qualitativament diferents. En tot cas, als
efectes del que ens interessa a la demostracié del resultat que busquem, el
conjunt & = 0 sera de mesura zero dins una integral respecte de €, 1 podra és-
ser ignorat.

Com hem dit al capitol anterior, els espais que considerarem seran
sempre complexificats, excepte quan es digui el contrari.

6.2. DEFINICIONS

Donat§ € R, § # 0, definim

Jo-1L,1)={(ab) e L,(-1,1?| b e Hy(-1,1), i ifa+b =0},
on b’ és la derivada de b. Com es veu, si(a, b) € jg (-1,1), aleshores
(a(y) b(y))e™

té divergéncia zero i és parallel a3 Q.

Es facil de veure que ji (-1,1) és un subespai tancat de L, (-1,1)? que
coincideix amb l3 clausurade { (a, b) € G5 (-1,1)? | ia(y) + b’ (y)=0}.1i
jue per (a, b) € L (-1,1) podem considerar y(y) = i&'b(y), que fa el paper

e funcié de corrent, tal que y € H} (~1,1)1que

a()=v () by)=-&w (). (1)

6.3. Prorosicio

Sidefinim G¢ (-1, 1) = jg (=1,1) (ortogonalaL,(-1,1)?), per& # 0, te-
nim que (a, b) € G (-1,1) & 3 p € H' (-1,1) tal que (a, b) = (i&p, p’).

(Aixo fa el paper de descomposicié en gradients i solenoidals paral-lels
a la frontera).
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Demostracié
(a,b) € G, (-1,1) Vye C3(-1,1),
| =y ey = d : e
JLy +iby)dy=0 & I a = 1Eb (en sentit distribucional).
y
Aleshoresa € H! (-1, 1) i podem prendre p (y) = —1& a (y).

6.4. Lema

Sigui Py la projeccié ortogonal de L, (-1,1)* en jg (-1,1) per £ # 0. Do-
nat (a, b) € L, (-1,1)?% l'aplicacié & — P (a, b) és continua de R — {0} en
L, (1,1

Demostracié
Sigui £ € R- {0}, 1 vegem que I’aplicacié és continua a &. Suposem
(a, b) = (a;, b)) + (i&py, p;) amb (a;, b)) = P, (a, b) i p; € H'(-1,1).
Aleshores, pern € R- {0}

S
=(a1, 2 b,)+pn(o, (1- 2 )b,)

P, (i&py, p1) = Py (inpy, p) + P, (1 (€M) Py, 0) =P, (i (§-M) p;, 0)

Ju.)-

P, (a;; b)) = Pn(a,,

yve | 3
v | 3

” Pn (a, b)—(a;, by) “ Ly-1,12 = “ (ap b1)—(31’ bl) ” Lyt

g 3

+ ” Pr] (0’ (1— 'E )bl) ” Ly(-1,1)2 + " Pn (i(g—'ﬂ)Pv 0) ” Ly(-1,12

que és evident que tendeix a zero si 1 — £,
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6.5. DEFINICIONS

Per& € R, £ # 0 considerem

H, (-1,1) = { (a, b) € H!(-1,1)? |iga + b =0}.
Notem que si (a, b) € H, (-1,1) llavors b € Hj (-1,1) jaque
b’=-1&a € H] (-1,1),

ipertantb (y)ib’ (y) valen zeroay = * 1. Per tant
y(y)=i&'b(y) € Hi(-1,1).

Donat R € R, considerem 'operador B} dej (-1,1) amb domini

H? (-1,1% N H, (-1,1)
definit per

BR (a, b) = Py (—a”, —b”) + £ (a, b) + iR & (a, b)
que fa el mateix paper que By af Q).

Obviament BY és continu de H? (-1,1)> N H, (-1, 1) enJ (-1,1). Usant
el Lema anterior també tenim:

Corol-lari
Si & — v (&) és una aplicacié continua de R — {0} en H?(-1,1)? tal que
V() €D(B} Vi€ R-(0),

aleshores I’aplicaci6 £ — B} v (£) és continuade R— {0} en L, (-1,1)%.

6.6. Prorosicio
VRER,iVEe R-{0}
i) B} és un operador tancat amb resolvent compacta.
i) BP és autoadjunt i positiu.

iii) BY és un operador normal.
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Demostracio

Per £ € R— {0}, diem A, de I'operador de L (- 1,1) amb domini

H? (1,12 N H, (-1,1)
definit per
A; (3, b) = P, (—a”, —b”).
Sigui K I'operador que a (f, g) € L, (-1,1)? fa correspondre
(a, b) € H?(1,1) N H} (-1,1)?

tals que (a”, b”) = (f, g). Es ben sabut que K és continu de

L, (-1,1)2 en H?(-1,1)2

K no és ’invers de Ay, carsi (f, g) € j (-1,1), none essariament (a, b)
compleixi§a+b>=0. Pero sique és cert quesi(f, g) € i (- 1,1) aleshores

2 M bl e > d ) . d
—; (Ba(y)+b’(y)) =\i&a” + d—b () )=-\i&f+ — g/ =
y dy
1 en conseqliéncia existeixen a, B € C tals que

. 1 3
1lia(y)+b’(y)=0t—\/—E +ﬁ\/;y

que d’acord amb I'ortonormalitat de

1_1/3
_l —
V2 27

T 2 1. 3
a=_f_1(1§a+b’)%dy,[3=_f_1(1§a+b’) Eyd)’

Modificarem K per a obtenir 'invers de A,.

aL, (-1,1) fa que tinguem
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Considerem les “solucions particulars” seglients:

1

( Ev2’ ) ¥ EVZ teht—sht
- (- shg + Ech (Ey), i§ (shE) y —i&sh (Ey))

-1 3 i 3 1
‘“Z’bz)=(z\fzy’°) T Viem

- (&sh (By), iEchE - iEch (Ey))

(a;, b)) =

que compleixen les seglients propietats:

a, b € H2(-1,1) nHY(-1,1) , j=1,2

, 1
1&31 +b;= W

3
ia,+b;= V 77

= (a}, b}) = (i&p;, p}), osigui Pg(-af,-b")=0,j=1,2, amb
1 1
PTEVEZ  echgsht

_i\/:’. 1 . iE2.sh
Pz—g 2 Bt 1£%-sh (Ey)

Usant aixd definim la projeccié E de H? (-1,1)? per

- iE?-ch (&y)

E (a,b) = (a, b)- .f (iEa+b’) dY)(alvb)

\/_

1 3
- U_l (iEa+b) 2 ydy](ax b,)



ALGUNS CALCULS SOBRE L’ESPECTRE 77

Per construccid, és evident que E ° K restringit ajz (-1,1) compleix que
el seu rang esta efectivament a H? (-1,1 N H; (-1,1),ique A;°E°Késla
identitat a jg (-1,1).

Notem que tenim per (a, b), (c, d) € H? (-1, 1)> n H, (-1,1):
1 —
(Ag (a, b), (¢, d) )Lz(—1,1)2 = f_l (@c +b H,) dy (1)

Prenent (c, d) = (a, b) a la identitat (1) veiem que A; no té nucli no tri-
vial, 1 en conseqiiencia E° K © A és laidentitat a j)é (-1,1). Per tant A, té un
invers continu, E o K, definit a tot .Tg (-1,1) 1 per aix0 veiem que A; és tancat.
A més, I'invers és compacte, per ra6 de la compacitat de la inclusié

H?(-1,1) > L, (-1,1).
Usant (1) hom veu que A; és simetric 1, en tenir com a rang tot_T: (-1,1), és
autoadjunt. També de (1) es dedueix que A; és positiu, usant la aesigualtat

de Poincaré.

Resumint: A; és autoadjunt, positiu i amb resolvent compacta. Com
que

Bg = Ag + gz I,
1§ és real, el mateix és cert per a B, i hem demostrat ii). Com que
BR = B + iR,
tenim que B} és tancat amb resolvent compacta, o sigui que es compleix i).
L’afirmacié iii) és ara evident: I'adjunt de Bf + iREI és B —iREL, i
obviament commuten.
6.7. VALORS PROPIS DE B}
De la forma de B} deduim que A és un valor propi de Bf si i només si
A - (&% + iRE)

és un valor propi de A, (definit a 6.6). Aixi n’hi haura prou amb trobar els
valors propis de A, que son reals i estrictament positius, pel que ja hem vist.
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Hem de trobar solucions no trivials de

-@@),b"y)+@Ep L )=r@E):b(y))

per (a, b) € H2(-1,1* n H, (-1,1), p € H' (-1,1). Prenent la “funcié de
corrent” y (y) definida a 6.2 il), tenim

v (), iEw" (1) + (i&p (v), P (7)) = A (W' (), —i&w (¥) )
Derivant respecte a y la igualtat entre les primeres components, multi-

plicant per it la igualtat entre les segones i eliminant els termes i§p’ (y), aixd
és equivalent a

-wV () + &y -2 (W ()-8 w(y) =0 (1)
vED =Y () =y (1) =y (1)=0 )
que és el clissic problema d’Orr-Sommerfeld.
Dient f (y) = y" (y) - & v (y), (1) quedacom
- (y) = A £ (y) 3)

i usant la funcié de Green de I'operador

2
3 {
dy?
és facil de veure que les condicions (2) s6n equivalents a demanar que

1 1
Jfyerdy=0 , [ f(y)e¥dy=0 4)
Com que A és real 1 positiu diem p = + V/A i de (3) deduim que fté la

forma
f(y)=aeW + Beity (5)
(Aixd no seria cert en el cas p = 0). I les condicions (4) queden
a fil e % dy + B _fil e eydy=0

a Ii] eil‘y e‘gy dy + B Iil e_i")' e‘gy dy =0
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Siaquest sistema ha de tenir una solucié (a, B) # (0,0) cal que s’anul-li el
determinant. Efectuant les integracions, el determinant del sistema és

s € +ip)  sh?(e-iw)
(& +iny €=y

Com que & i p s6n reals, sidiemz = £ + iptenim que { —ip = Z, i per
tant s’ha de complir que

sh?z sh?z shz shz shz shz
() (=),

z2 z z

z z

Icomqueshz = shz, en concloem que les solucions de (6) s6n els nom-
bres complexos z tals que

shz shz
Re — =0 obé Im — =0.
z z

‘D’aquests, els que tenen part real § donen lloc a valors propis de A, amb
’excepcid dels de la forma z = & + 1 - 0, que, bé que compleixin

shz

—_— =,
2

Im

s6n una solucié que ens ha aparegut en prendre la forma (5) per af, que ja
hem dit que no valia en el cas u = 0. De fet, sabem que A = 0 no és mai valor
propi, ja que A, és positiu (estrictament).

Resumint els resultats obtinguts i usant la proposicié 6.6, tenim:

Teorema
Sigui& € R —{0}. L’espectre de B} és purament puntual i consisteix en

el conjunt imatge per I’aplicacié (x + iy) = (x? + y? + iRx) de

_ shz shz
{z € C|Rez=§,Imz+#0, ( Re — ) . ( Im — ) =0}.

z Y4
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6.8.

El conjunt

{zeCl(ReShTz)(Imﬁ)=0}

z

té ’aspecte que apareix a la fig. 6.

D’aquest conjunt ens interessa fer notar que

i) Es simeétric respecte als eixos Rez = 0, Imz = Q.

i1) Esta format pels eixos i per una familia de corbes analitiques cadas-
cuna d’elles compresa entre dues rectes de la forma Im z = nn/2,
Imz = (n + 1) n/2, n enter.

1i1) Cada corba és asimptotica a la recta inferior corresponent.

iv) La corba compresaann/2<Imz < (n + 1) n/2, quanImz =0,
correspon a

shz
Re — =0
z
sin és senar, 1a
shz
Im — =0
z

sin és parell.

v) Els punts d’aquest conjunt compresos a | Im z| < n/2 sén només
els corresponents als eixos.

Considerem ara per R fixat el conjunt

V) o (BY).
£ € R-{0}
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-

—

nlz{»

Fig. 6

Aquest conjunt s’obté aplicant la transformacié (x + iy) = (x? + y? + iRx)
al conjunt de la figura 6, exceptuant-ne els eixos. El que s’obté per R = 1 és
representat a la figura 7, i els “forats” de la figura posen émfasi en I’exclusié
djs punts de Re z = 0. Amb tragat fi hi ha les pariboles a les quals s6n
asimptotiques les diferents corbes.

Aquest conjunt varia amb R simplement ampliant-se en la direccié ver-
tical. En particular, en el cas R = 0 el conjunt s’acumula sobre I’eix real.

Anomenem Z la clausura de

U o (BY).
&£ ER-{0}

(o sigui, el de la figura 7 amb els “forats” tapats).

Es important notar que I'infim de les parts reals dels punts de £ no va-
ria amb R. Aquest infim sera important tenir-lo fixat ja que demostrarem
que és precisament C2. Diguem-ne de moment y. Tenim que

h
y=Inf{|z]2|Re = =0}
z
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ja que I'infim s’assoleix sobre una corba

shz
Re — =0.
z

Es tracta doncs de trobar I’infim dels valors de la funcié x? + y? de R?, sub-
jecta a la restriccié (x cos y shx + y sin y chx) / (x> + y2) = 0. Amb el métode
del multiplicador de Lagrange s’obté y = x? + y? on x és la solucié (tinica en
valor absolut) de I’equacié x ~ ctgh x = 0, i y la solucié de menor valor abso-
lutdey + ctgy = 0. S’obté:

Yy =~ 9.270193297

6.9. LEma

Fixem R € R qualsevol. Donat A € C es compleix que el conjunt

{£ € R-{0} | A e (BY))

sempre és finit.
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Demostracio

Per raons d’analiticitat hom veu immediatament que la interseccié en-
tre els conjunts

shz shz
{zeClReT=O} o {z € (E|Im7 =0}

ielconjunt{z € C | |z|2=Rel} consisteix sempre en un nombre finit de

punts. D’aqui se segueix el Lema, d’acord amb el Teorema de 6.7.

6.10. LEmMA
Siguid € C, A ¢ Iy, isiguin§ € R — {0}, & € D (Bf). Aleshores

I (B% —-AD o Ly(-1,12 & = dist (A, Zg) [ ol Ly(-1,1)2

Demostracio

La desxgualtat és certa ja que es compleix substituint dist (A, ) per la
quantitat més gran dist (A, o (B})). Que es compleixi amb aquesta segona
quantitat és conseqiiéncia del fer ‘que B} és normal (vegeu la demostraci6 a
Kato (1966), p. 277), com hem vist a la proposicié 6.6 1i1).

6.11. TRANSFORMADA DE FOURIER EN LA DIRECCIO DE x

Definim S, (Q), I’espai de les funcions de decreixement rapid en la di-
reccié de x del canal Q, com el format per les funcions f € C~(Q) perales
quals

su 14+ x9N | D*f (x, < oo, pertotN € Ny {0
ae{o,1,P Ny (x,y)e ( ™ () | p {0}

Latransformada de Fourier en ladireccié dexde f € S, (Q) éslafuncié
t donada també sobre Q per la férmula

1 e .
tey)= ﬁj_m f(x, y)e > dx
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6.12. Prorosicio

Sif €S,(Q),a=(a;0a,) € (N U {0})%1p(x)ésun polinomi, alesho-

res
) Df €S,(Q)
i) pxfes(Q

i) (Def)" = (&) ( ) "1 y)

Q
Q) Q
~<|°’ “<|

iv) Def=[(-ix) ( )azf(xv)’)]‘

v) tes (@
1 o0 .
vi) f(x,y)= EL FE y)etde

vii) [T _fuy)gy)de=1" _FE e € y)dEVy € (-1,1),

si g €5,(Q)

viii) f — f és una bijeccié de S, (Q) en ell mateix.

Demostracié

Aquests resultats es proven de manera similar que per ala transformada
de Fourier habitual (vegeu, p. ex., Rudin (1973), cap. 7). De fet i), ii) s6n
immediats, vi), vii) valen, ja que per caday, f (x, y) és una funcié de decrei-
xement ripid de R if(x, y) la seva transformada de Fourier habituala R. v)
se segueix de iii)iiv), els quals es demostren derivant sota el signe d’integral.
Usant iii), iv) 1 vi) es demostra viii).

6.13. TEOREMA (DE PLANCHEREL)

La transformada de Fourier en la direccié de x s’estén de manera Gnicaa
una isometria de L, (Q) en ell mateix (que indicarem també f — §).
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Demostracié

L Es conseqiiéncia del fet que S, (Q) CL,(Q) densament, i deta Propo-
sicid anterior.
6.14. PROPOSICIO (IMATGE DELS ESPAIS DE SOBOLEV)

fe H'(Q) eV (a0, a,) € (N U {0})amba, + a,<ses compleix quefés
derivable a L, @, vegades respecte ay ique

0 \%
el E) HE y) € L(Q).

A més es compleix que

9 \“ 0 \* 0 \%
() =[(2)" (2)7 ]
ay ay ay

(Indicarem amb H* (Q) P’espai de les transformades de Fourier de les fun-
cions de H* (Q)).
Demostracio

Com que Q té la propietat del segment (vegeu Adams (1975), p. 54),
H* (Q) és laclausura en lanorma de H* de les restriccions a Q de les funcions
de C7 (R?). Com que aquestes restriccions estana$, (Q) 1S, (Q) € H*(Q),
tenim que H*(Q) ésla clausura de S, (Q). L’enunciat se segueix aleshores de
les propietats de S, (Q) donades a 6.12.
6.15.

Donada fde Q en €, indicarem amb f; (y) la funcié de (-1,1) en C de-
finida per

fe () = £(& y).
D’acord amb el Teorema de Fubini, si f € L, (Q) aleshores

f, e L,(-1,1)p.p. £ € R.
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Usant també el Teorema de Fubini i altres resultats ben coneguts de teoria
de la integracié hom obté el seglient

Lema

Siguinf, f, € L,(Q), n € N, de maneraquef,—faL,(Q). Aleshores
p.p.E€ R (E)y & €L,(-1,1) i () —faL, (C1,1).
6.16. Prorosicio

Sif € H*(Q), aleshoresp.p. £ € R, fé € H*(-1,1)i,amb0 < r <,

(%) - [(5) 1],

Demostracié

Ho veurem pers = 1. El cas §eneral segueix per iteracié. Com hemdita
la demostracié de 6.14, sif € H! (Q) existeix una successié f, € S, (Q) tal
que

.2 )
f >t 3y i — Ef a L,(Q).

Aplicant el Lema anterior tenim que
pp-E ER I i (if )
ay £
sénal, (-1,1)1que
Fe—t i (i £ ) — (if)
dy § dy §
aL,(-1,1).

Perd com quef, € S, (Q) tenim que
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Per tant

E)—t i diy@,)p(i?)i

aL, (-1,1). O sigui que

e HY (1) i%?;’: (_ ) g

6.17.

Donatu = (u;, u,) € L, (Q)? posem i, = (i, 0,).

Teorema

Siguin j&, (-1,1), H; (-1,1)1 G, (-1,1) els espais definits 26.2, 26.5126.3
respectivament. Es compleix -

1) Siue€ j (Q), aleshores G, € j;’ -1,1)p.p-£E€ER
ii) Siu € H(Q), aleshores ; (-1,1) p.p. L €ER
i) Siu € G (Q), aleshores 4, € G; (-1,1) p.p. £ € R.

(Com que les afirmacions sén p.p. & no hi fa res que amb & = O els es-
pais no estiguin definits).

Demostracié

Part i). Per la definici6 de J (Q) existeix una successié ¢® € J (Q) tal
que ™ — ua L, (Q)% Per tant {” — 4, i $p§” —G,a L, (Q). Pel Lema
5.15 es compleix que p.p. § € R ({,);, (0,) € L,(-1,1), ique

@)y —> (G 1 (57— (8-

Pero notem que, com que

b+ — bg9=0,
oy
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tenim que

d . o . .
- n)y = — n =_1 n)
dy (P5™)e ( 3y b ) & (&),

&

d’on deduim que
d .
- n)
a4y (P5™)e
convergeix a — 1§ ({,);. En conseqiiencia

(G), € H' (-1,1) i (G) = 1§ (0y).

dy

A més, com que les ¢{™ tenen suport compacte, de la férmula de la
transformada de Fourier de ¢$™ deduim que les (), sénde C§ (-1,1), bé
que les d)é") no tinguin suport compacte a Q. Per tant Eﬁz) és limit en lanor-
ma de H' (~1,1) de funcions de C§ (-1,1). Per tant (&,), € Hg (-1,1).

Part ii). S’aplica un raonament similar al de la part i) a una successié

o™ e J(Q)tal que d™ —ua H! (Q)%.

Part iii). Veurem en primer lloc que
a -~ '&k
— G, =i&0,,
By ! 2

en sentit distribucional. Sigui¢ € CF(Q) : ¢ ésla transformada de Fourier
en la direcci6 de x d’una funcié y € S, (Q) que val zero en un entorn de 9QQ
de la forma

{xy)|[1-e<]yl <1}

per € > 0, com es veu usant la férmula d’inversi6. Es facil de veure aleshores
que

(%,—2—1’)63@).
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Per tant tenim que

(v (5 —))
u, —,——) =0
9y ox L(Q2?

fot, %d&dw—fqﬁziwdady Vé e eQ)

és a dir que:

. d . . .
Aixi doncs, r™ 4, = 1¢ G,. Pero com que 1§ 4, no esta necessariament

aL, (Q), multipliquem @, per una funcié real de variable real f (£), escollida
de manera quef € C* (R), f(§) > 0VE, £ (&) = |E|" per |[§| = 1. Ales-

hores tenim que f (§) G, € L,(Q), i fE)a,=181()0, € L,(Q),1que

&l £(&)a, € Ly(Q)- Aleshores perla Proposmo 6.14 tenim que f(§)4, € H‘(Q)
1com a conseqiiencia de la Proposicié 6.16, p.p. £ €R, f(§) (), € H' (-1,1)1

% F©) (@) = B £(E) 0], = 18 ) (G

Com que f(§) # 0 V&, en concloem que p.p. § € R, ({,);, (4,); € L,(-1,1)1

o (84,)g = (G,)e- Pero per la caracteritzaci6 de G; (-1,1) feta a 6.3 aixo vol
Y N
dir que ((ul)g: (uz)g) € Gg (-1,1).

6.18. COROL-LARI

Siu € L,(Q)? 1 u=v+gradpambv € J(Qi grad p € G(Q), ales-
hores p.p. £ € R, ¥, =Py ().

Demostracio .
Pel Teorema anterior sabem Que_p- L ER, ¥ € j
(gradpée G (-1,1), @ iE L,(-1,1)2 i u,’—v§+ (grad p):. Elcorol larlse

segueix de la unicitat de la descomposicié.

6.19. TEOREMA

Sigui By 'operador de J(Q) definit a 5.2 i BE els operadors definits a
6.5. Siguin u € D(Bg), f € j(Q) 1AEC, 1suposem que Bpu-Au=f.
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Aleshores, p.p. EER
= (B%—XI) G (1)

Demostracio

Recordem que D (Bg) = H2(Q)? N H(Q). Pel Teorema 6.191la Propo-
sici6 6.16, tenim quep.p. £ €R {. € j (-1,1)14, € D (B}) = H2(-1,1)’n
NHg (-1,1). Per tant ’expressid (1) té sentit.

Siguig € L, (Q)*definidaperg =—Au + R ai u — Au. Es compleix
X
que f = P(g)i que
. o .
g=- 3y a@E,y)+(E +iRE-1AE, y)

Pel corollari 6.18 tenim que p.p. E€ER

2 . 02 .

f =P, (3) =P (_ e ui) +(E2+iRE-1) b, = (BR-AI) 5,
(excloent-ne potser, a més, el valor £ = 0).

6.20. TEOREMA

L’operador B; de no té valors propis ni espectre residual. El seu
P R prop
espectre és purament continu i consisteix en el conjunt Xy, definita 6.8 com

la clausurade U o(BR,).
tER- {0}

Demostracio
Bp és un operador tancat dej (Q), densament definit. Aleshores tenim
les seguents possibilitats, mitualment excloents 1 totals, per A€ C :
i) B —Alno ésinjectiu.
i) By — Al és injectiu i la clausura del seu rang no és tot (Q).
ii1) By —Al ésinjectiui el seu rang és dens aj (Q), perono és totj (Q).
iv) By —AlI és invertible amb continuitat.

(El Teorema de la Grifica Tancada és el que ens assegura que si no es com-
pleixen 1), 11) o 1ii), necessariament es compleix 1v).
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Vegem que el cas i) no es déna mai (espectre puntual).

Si Bgu = Au per u € D (Bg), u # 0, aleshoresp.p. £ € R, B} £y = Alg, 1
G # Oper§ € A C R amb mesura de A diferent de zero. Aleshores tindriem
gue V & € A, A €c(B}),iaixd és impossible si la mesura de A és diferent

e zero pel Lema 6.9.

El cas ii) també es impossible: efectivament, si la clausura del rang de
Br — Al no és tot J(Q), aleshores necessiriament tindria nucli I'adjunt de
Poperador By ~ I, que pel Lema 5.5 és B ~ AL Perd peraell val el queja
hem dit, i no pot tenir nucli.

Per tant estem en la dicotomia iii) o iv). En qualsevol dels dos casos
(BR— AI)" esta definit de Rg (Bg ~Al) en §(Q) (densament definit, pertant)i
és tancat com a operador deJ (Q) en (Q). Com que un operador tancat i
amb domini dens si és continu ha de tenir com a domini tot I’espai, una ma-
nera de distingir si estem en el cas iii) o en el iv) és la segiient:

En el cas 1v) ha d’existir una constant K > 0 tal que

| Bg=ADullL 2= Klull gz Vu€ D(By),

en canvi, en el cas iii) ha d’existir una successié u, € D (Bg)amb || u, || (g, =1
tal que

J‘_{‘}n | (Bg—AL)u, ”L,(Q)Z =0.

Vegem que sik € C - Xy estem en el cas iv), o sigui A € p (Bg). Pren-
guemK = dist (A, ), siguiu € D (Bg) 1diguem f = B u—Au. Coma con-
sequiéncia del Teorema 6.19, tenim

= (B8-AD)4; p.p.EER.

Apliquem ara e] Lema 6.10. Tenim:

| fg “f,(-m)z = K?|| Qg ”12.2(—1,1)2 p-p-E€R.

Integrant ara aquesta desigualtat respecte a §, usant el Teorema de
Fubini i usant que la transformada de Fourier en la direcci6 de x és una iso-
metria, en concloem que

Il £ IIIZ_,(Q)Z zK*[|u ”f_,(Q)Z
que demostraque A € p (Bg).

Finalment veurem que si A € U () © BY), aleshores estem en el cas

iif). Amb aixd haurem acabat, ja que l espectre és un conjunt tancat i per tant
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tots els punts de Z; hauran d’estar a 1’es‘§)ectre de By (necessariament a I’es-
pectre continu, ja que de puntual o residual no n’hi ha).

Per a demostrar-ho usarem el Lema segiient, que demostrarem més
avall.

Lema

Donat A €6 (BR), ambn # 0, Ju €D (Bg) tal que

1)a@Ey)=0per[&~-n|[=[n]/2

2) & — G, (y) és una aplicaci6 continua de R en H? (-1,1)? tal que
o, € D(BY) VE#0.

3) Vé € C3(R) escompleix que ¢ ()1 (E,y) € [D (Bg)] "

4) B} 4, = Ad, amb &, # 0.

Suposant-lo demostrat, prenguem lau € D (By) que ens dona i diguem
f, (€) = || G¢ (y) |l y,12- Sabem que f, és continua 1 que f; (n) # 0. Diguem

f, () = || (Bf — AI) G || (y,1y2- Sabem que f, és continua per 1), per 2) i pel
Corol'lari de'6.5. Sabem també que f, (n) # 0.

Prenguem ¢ € G35 (R)amb ¢ (1) # Oidefinim ¥ (&, y) = ¢ (§) 4 (E, y).
D’acord amb la propietat 3) ¥ és la transformada de Fourier en la direccié de
x d’un camp v € D (By). Tenim que

IvIEoe=] _16@Ff @7 de
IBa-ADvlEgr=] _16@Ff @ de
Comquev # 0, jaque ¢ (n)# 0, podem prendre el quocient

IBa-MvIEQr [ _16@®PEERE

Iv 2 " 1e@pf@rd

i és obvi que aquest quocient pot ésser tan petit com vulguem, sense fer
v=0, car(}1 if, sén continuesif, (n) = 0, f, () # 0: n’hi ha prou amb pren-
dre el suport de ¢ prou a prop de 1. Aixo ens permet de construir una suc-
cessi6 u, €D (Bg) amb || u, ]EI(Q)z = 1tal que

nlgll |(Br)-ADu HIZ.,(Q)2 =0

que ens prova que A esta en el cas ii1).
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6.21. DEMOSTRACIO DEL LEMA

Donat A € o (BX), amb n # 0, sigui (a, b) € D (BY), (a, b) # (0,0), tal
que B} (3, b) = 2 (3, b). Com que 1| # 0 podem definir

8 y) = E®a), % £©)b(y))

amb £ € € (R), () #0 i £(&)=0per|E-n|=>||n|/2.
Es clar que es complelxen 1), 2)14) per construccié. Peraveure 3) veu-
remqued € [D (Bg)] " i el mateix raonament valdrapera ¢ (€)@ (€, y) con-

siderant ¢ (&) f (§) en lloc de f (€).
Sabem que [D (Bg)] * = H? Q2 n H(Q). Esclar que € H2(Q)? per

la Proposici6 6.14, i tambe que

2 + 1§14, = 0. L’tnic que ens resta

veure és que {1, G, € H} (Q). Vegem-ho per 4, i per G, es veu igual.
Sabem que (a, b) € Hj (-1,1)%. Pertanta € Hj(~1,1)1 existeix una suc-

cessidoa, (y) € C3 (-1,1) tal que convergelx aa(y)enlanormadeH' (-1,1).

Aleshores f (&) a, (y) és una successié de funcions de G5 (Q) (i per tant de

4 (Q), com es veu ficilment) que convergeixen a G, (&, y) =f()a(y)enla
norma H! (Q):

1fE&a@)-f €, ag=1fE @) -2, 0L o+
+A+EVEE) @) -2, ) I, =@ I, a8 ) -22 W IE, oy +
+ A+ O m a3 -2, 0) I, oy

1aix0 tendeix a zero, ja que f (§) té suport compacte.

6.22. TEOREMA
Sigui Q = Q-S. Aleshores

f oy Nullie
C2= u €H(Q) A-lH@

l|u “i(n)

no depen de S (afitat) i C2 = ¥, on y és la constant obtinguda 2 6.8.
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Demostracié

Vegem primer que 'infim és el mateix si posem Q2 que si posem Q. Di-
guem-ne en un cas Yo, 1 en Ialtre YQ Com que J () és dens a H (Q) i el fun-
cional del qual busquem I’infim és contmu aH (Q), n’hiha prou amb trobar
Pinfim peru €] (Q) Com que J (Q) € J (Q), ésclar quey < Yq. Perd tam-
bé és cert que Yo = vq ja que també a Q n’hi ha prou amb minimitzar so-
bre J (Q)idonat u ?(Q), podem considerar el traslladat de u, v (x, y) =
=u Sx + a, y) pera R 1com que u té suport compacte, per o prou gran
a e ] (Q), 1és evident que el funcional pren el mateix valor sobre v que so-

re u.

Per aix0 n’hi ha prou calculant I’infim a Q.

Com que H? (Q)? N H (Q) és dens a H (Q), n’hi ha prou amb trobar
Pinfim per u € H? (Q)* N H(Q), que és el domini de 'operador de Stokes
A.Peru € D (A) es com leix quec1 ul H(g (Au, u); ()2, 1 pertant el que
volem calcular és I'infim del rang numeric de A. Perd com que A és autoad-
junt i afitat inferiorment I'infim del seu rang numeric coincideix amb I’infim
del seu espectre (KATO (1966), p. 278). I 'infim de ’espectre de A és I’infim
de Z;, que a 6.8 hem calculat i n’hem dit y. Hem vist que y = 9.270193297.

6.23. LEma

Mirem-nos ’espai D (A) = H? (Q)? N H (Q) com a subespai tancat de
H? (Q)? i considerem el subespai auxiliar

F,={u€eD(A)| dne N talque u(x,y)=0pp(x,y)si|x|>n}.
Afirmem que F, ésdens a D (A).

Demostracié

Sigui u € D (A). Tenim que les components de u s6n uniformement
continues a Q (Apams (1975), p. 98) (de fet, uniformement Hélder conti-
nues) i podem definir directament la funcié de corrent

(=, y)
y(x,y)= J.(o, 1)~ dx + u; dy

Pel mateix raonament que al Lema 2.2, y (x, y) = Osi|y | = 1. Delade-
sigualtat de Poincaré deduim que y €L, (Q)1 per tant y € H? (Q). Siguin
araf_(x) funcions de C* (R)com lesdel Lema2.2iconsideremy, (x,y) =
£, (x) v (%, y). Definim
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d d
u® (x, y) = (al;"?“:f) = (£, () 4y (% ) £, () 0, (% Y) - £, () ¥ (5, ))

Tenim que u™ €F, ique u™ tendeixa u en la norma de H? (Q)?,
com demostra una computacié immediata.

6.24. TEOREMA

Sigui A, Poperador “complet” definit a 4.11 per a un cert ngmbre de
Reynolds R 1 una certa solucié estacionaria de la forma (R, 0) - b + u per
u € H2(Q)2 N H (). Afirmem que Xz C 65 (A,).

(Noteu que el que diem és cert a Q = Q — S 1no només en el cas sense
obstacle).

Demostracié

Notem que és suficient demostrar que T C o (A,), ja que els punts Iy
no sén aillats i necessariament estaran a I’espectre essencial.

Considerem ’operador d’Oseen By a } (Q), i sigui A € Z;. Com que A
és de I’espectre continu de By, necessariament

Inf
u € D(Bg)||Bgu-Au HL,(Q)Z =0
o, =1

i com que By — Al és un operador continu de H2 (Q)2 N H (Q) en | (Q), pel
Lema anterior existeix una successié v, € F, tal que

1
IVall, @2 =1 [Brva=Ava i, @2 < n (1

Donat cadascun d’aquests v, considerem v2 (x, y) = v, (x + a, y) per
a €ER. Pertota € R, v? també compleix (1).

D’altra banda, sigui P la }arojecci(’) ortogonal de L, (Q)?enJ (Q)iP’la
projeccié ortogonal de L, (Q)? en J(Q). Siguin r: L, (Q)* = L, (Q)?la restric-
ci6 natural i e: L, () — L, (Q)? I’extensié per zero fora de Q. Com que
Q C Qésfacil veure que P’ =P’.r.P.¢, jaque r (G (Q)) C G (Q).

Diguem w2 = r (v). Si| a | és prou gran tenim que

we e HX Q2 nH(Q)=D(A).
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També que e (W2) = v4, i que la mateixa propietat la compleixen les deriva-
des de w2 i les de v2. Tenim:

A, wi-Awi=D"(-Aw?+R ai We-Aw) +
X

+P(<-Rb+u,V>wl+ <w’, V>(-Rb+u))
1P’ (-Awe + R aiwg_xwg) Iz = (P r.Poe) (~Awe +
X

+R - we A wd) | r <[ PEAVE+ R veAva, g < —
9x ? ox : n

Draltra banda, si | a | és prou gran, <-b,V>w'+<wy V>(-b)=0,
ja que el suport de b és compacte.

Suposem que el suportde v, és a [-K, K]. Aleshores el suportdev2iel
dew?estanal, = [-K—-a, K-a). Tenim

P (<u, V>we+ <wﬁ,V>u||Lz(n)2S
S| <u, V>wi+<wh, V>ullp .=
<2 u HL,(I_x cu? | Vve Ilc. @ T 2Vl ax et Il va lIL, cp-
Notem que aquesta eXﬁ\ressié tendeix a zero si | a | tendeix a infinit, ja
ue || v¢ HL. @? 1 | Vv |IL, @ no depenen de q, 1 || u HL‘ 1X )R, i
Vu ||l a (1,1* tendeixen a zero ja que u € H? () 1 en conseqiiencia
(ﬁ) iVu €L,(Q)" Prenguem | a | prou gran per tal que aquesta ex-
pressié sigui menor que 1/n.
Finalment, doncs, per cada n existeix un a tal que

wi e D(AY, || wh HL,(Q)Z =11
2
||Auwg"7*wﬁ“1_,(n)2< :

de manera que necessariament A € G (A,).



BIBLIOGRAFIA

Apams, ROBERT A. (1975): “Sobolev Spaces”. Academic Press. Nova York,
San Francisco, Londres.

AcMON, S., A. DoucLis i L. NIREMBERG (1964): “Estimates near the bounda-
ry for solutions of elliptic partial differential equations satisfying general
boundary conditions II”. Comm. Pure Appl. Math. 17, pp. 35-92.

Amick, Ch. J. (1977): “Steady solutlons of the Navier-Stokes equations in
unbounded chanels and pipes”. Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa, cl. sci. (4)4,
pp. 473-513.

BERKER, R. (1963): “Intégration des équations du mouvement d’un fluide
v1s<1ueux incompressible”, a “Encyclopedia of Phisics”. Springer-Verlag.
Berlin, Gottingen, Heidelberg.

CaLsINA, A. (1981): “Bifurcacions genériques d’atractors en sistemes de
reacci6 i difusié”. Pub. Mat. UAB, nim. 24, pp. 73-162.

CATTABRIGA, Lamberto (1961): “Su un problema al contorno relativo al sis-
tema di equazioni di Stokes”. Rend. Mat. Sem. Univ. Padova, 31, pp.
308-340.

CHANG, I-Dee i Robert FInn (1961): “On the solutions of a class of equa-

tions occurring in continuum mechanics, with applications to the Stokes
Paradox”. Arch. Rat. Mech. Anal., 7, pp. 388-401.

FinnN, Robert i Donald R. SMiTH (1967): “On the stationary solutions of the
Navier-Stokes equations in two dimensions”. Arch. Rat. Mech. Anal.,25,
pp. 26-39.

Gomserg, I. C. 1 M. G. KRN (1969): Introduction to the theory of linear
nonselfadjoint operators”. Transl. Math. Monog. vol. 18. An. Math.
Soc., Providence, R.I.

Haroy, G. H., ]J.E. LrrrLewoop i G. PoLya (1973); “Inequalities”. Cam-
bridge University Press. (Primera edicié, 1934).

HEeNRyY, D. (1981): “Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations”.
Springer-Verlag. Berlin, Heidelberg, Nova York.



98 EQUACIONS DE NAVIER-STOKES EN UN CANAL AMB OBSTACLE

Heywoop, . G. (1976): “On uniqueness questions in the theory of viscous
flow”. Acta Math., 136, pp. 61-102.

Iooss, G. (1972): “Existence et stabilité de la solution périodique sécondaire
intervenant dans les problémes de Navier-Stokes”. Arch. Rat. Mech.
Anal., 47, pp. 301-320.

Iooss, G. (1973): “Bifurcation et stabilité”. Lecture Notes. Université de
Paris XI.

Iooss, G., H.B. NieLsen 1 H. TrUE (1978): “Bifurcation of the stationary
Ekman Flow into a stable periodic flow”. Arch. Rat. Mech. Anal., 68, pp.
227-256.

JosepH, D.D. 1 D.H. SATTINGER (1972): “Bifurcating time periodic solutions
and their stability”. Arch. Rat. Mech. Anal., 45, pp. 79-108.

JosepH, D.D. (1976): “Stability of Fluid Motions, 11 I1”. Springer-Verlag.
Berlin, Heidelberg, Nova York.

Jupovich, V.1. (1971): “Aparici6é d’auto-oscil-lacions en un fluid” (en rus).
Prikl. Mat. Mek., 35, pp. 450-459. Trad. angl.: Appl. Math. Mech., 35,
pp- 587-603.

Kato,T. (1966): “Perturbation Theory for Linear Opeators”. Springer-Ver-
lag. Nova York.

KIRCHGASSNER, K. i KIELHOFER (1973): “Stability and bifurcation in Fluid
Dynamics”. Rocky Mountain J. of Math., 3,275-318.

LADYZHENSKAYA, O.A. (1969): The Mathematical Theory of Viscous Incom-
pressible Flow”. Gordon and Breach. Nova York, Londres, Paris. (Pri-
mera edicié, 1963).

LADYZHENSKAYA, O.A. i V.A. SOLONNIKOV (1976): “Some problems of Vec-
tor Analysis and generalized formulations of boundary-value problems
for the Navier-Stokes equations”. Zap. Naucn. Sem. LOMI, 59, pp. 81-
116 (en rus). Trad. angl.: J. Soviet Math.,10 (2) (1978), pp. 257-286.

LERAY,]. (1933): “Etude de diverses équations integrales non lineaires et de
quelques problémes que pose ’'Hydrodynamique”. J. Math. Pures Appl.
9, pp. 1-82.

Lions,].L. 1 E. MAGENES (1968): “Problémes aux Limites non Homogénes”,
vol. I. Dunod, Paris.

MAaRsDEN, ].E. 1 M. McCRrAkEN (1976): “The Hopf Bifurcation and its Appli-
cations”. Springer-Verlag. Berlin, Heidelberg, Nova York.

Mora, X. (1981): “Reaction-Diffusion equations define dynamical sys-
tems”. Math. Institute. Univ. of Warwick.



BIBLIOGRAFIA 99

DE RHAM, G. (1960): “Varietés Differentiables”. Hermann, Paris.
RupiN, W. (1973): “Functional Analysis”. Mc. Graw-Hill, Nova York.

Satringer, D.H. (1973): “Topics in Stability and Bifurcation Theory”.
Springer-Verlag. Lecture Notes in Math. nim. 309.

SoLoNNIKOV, V. A. (1980): “Questions sobre la resolucig dels problemes de
contorn i de contorn i valors inicials per a les equacions de Navier-Stokes
a dominis anb frontera no compacta” (en rus). Zap. Naucn. Sem. LOMI,
96, pp. 288-293.

TemAM, Roger (1977): “Navier-Stokes Equations”. North-Holland. Ams-
terdam, Nova York, Oxford.






TAULA
1. INTRODUCCIO
2. ELPROBLEMALINEAL . . . . . . . . ..
3. ELPROBLEMAESTACIONARI . . . . . . .
4. ELPROBLEMA DE VALOR INICIAL
5. ELPROBLEMAESPECTRAL . . . . . . . .
6. ALGUNSCALCULS SOBRE L'ESPECTRE . .

BIBLIOGRAFIA .

19
31
45
59
71

97






ACABAT D’IMPRIMIR
A ROMARGRAF,SA.
DE I’HOSPITALET DE LLOBREGAT,
EL DIA 1 DE DESEMBRE DE 1986









BARCELONA




	Front Cover
	INTRODUCCIÓ 
	EL PROBLEMA LINEAL 
	EL PROBLEMA ESTACIONARI 
	EL PROBLEMA DE VALOR INICIAL • 
	EL PROBLEMA ESPECTRAL 
	ALGUNS CÀLCULS SOBRE L'ESPECTRE 
	BIBLIOGRAFIA • 

